1 集 合 


集合 是 数学 中 最 基本 的 概念 ， 它 已 深入 到 各 种 科学 和 技术 领 
域 中 ， 特 别 是 应 用 于 数学 的 各 个 分 支 中 。 本 章 的 内 容 是 在 高 中 数 
学 课 所 介绍 的 基础 上 略 有 提高 ,引入 了 宕 集 , 积 集 概 念 以 及 计算 机 
科学 中 常用 的 集合 的 归纳 定义 。 


1.1 集合 的 基本 概念 


1.1.1 集 会 


集合 是 一 些 对 象 的 总 体 ， 总 体 中 的 对 象 称 之 为 集合 的 元 素 或 
成 员 。 给 定 任意 一 个 对 象 z 以 及 集合 S, 如 果 % 是 集合 5S 的 一 个 
元 素 ,我 们 将 写成 ES。 恕 果 42 不 是 集合 S 的 一 个 元 素 , 则 写成 
vAS, 

习惯 上 称 之 为 集合 的 东西 ， 通 常 在 数学 上 是 可 以 接受 的 。 例 
如 ， 

1” “小 于 4 的 非 负 整数 集合 ?是 由 四 个 元 素 组 成 的 集合 。 这 
四 个 元 素 分 别 是 0,1,2，3。 

2” “全体 活 着 的 中 国人 ”是 个 集合 ， 和 集合 中 元 素 的 个 数 很 
多 ,但 是 有 限 的 。 由 于 生死 的 变化 ,要 列 出 这 个 集合 的 成 员 是 困难 
的 。 这 种 困难 是 实践 上 的 ， 不 是 理论 上 的 ， 

3”“ 大 于 等 于 3 的 整数 集合 ”是 个 有 无 限 多 个 元 素 的 集合 。 
要 判断 一 个 整数 是 否 是 它 的 元 素 很 容易 。 

4” “在 具有 无 限 存 贮 量 的 计算 机 上 ,运行 足够 长 的 时 间 之 后 
能 停止 运行 的 所 有 Atgol 60 程序 组 成 了 一 个 无 限 集合 *。 可 计算 


vv 


型 论 已 经 征明 ， 测 斯 任 总 穆 序 是 否 公 基 这 “1 个 集 和 的 元 素 的 算法 总 大 不 
存在 的 。 从 而 这 个 集合 是 不 可 判定 的 。 

5” “全 体 大 于 0， 小 于 1 的 训 数 集合 ”。 在 这 个 集合 中 没 有 
任何 元 素 ,我 们 称 它 为 空 集 , 并 记 为 名。 

集合 是 以 它 和 的 元 素来 表征 的 。-- 个 有 有 限 多 个 污 案 的 集合 可 
以 用 列 出 它 的 全 部 元 素 的 方法 来 说 明 ， 这 些 元 素 用 插 号 括 起 来 ， 
并 且 元 素 之 闻 用 过 号 分 开 。-- 般 集合 用 大 写字 母 表示 ， 集 合 元 迪 
用 小 写字 每 表示 ， 当 集合 4 中 有 有 限 多 个 元 素 时 ,用 |4| 表示 集 
合 中 的 元 素 个 数 , 特 别 对 于 空 集 名 ,| 名 ] =0。 例 如 ; 

1” 4= {ag,5,0}, a, 50,6 是 集合 4 的 元 素 ,141= 

2” B= {0, 2, 4, 6, 8},B 是 小 于 10 的 非 负 偶数 集 合 。18 
二 5。 - 
集合 ,特别 足 右 无 跟 多 个 元 素 的 集合 ,通常 用 指引 集合 中 元 崇 
性 质 的 方法 床 涪 明 ，。 例 刘 , 记 之 是 全 体 整数 焦 合 ， 

1” 全 体 偶 数 集 合 汶 {zj 3 yE Zw = 2y}。 

2” 大 于 10 的 整数 集合 {wzE2Z 上 且 z>10}。 

3” 有 理 数 集合 Q= {xz/ylx, yEZ 且 y 到 0}。 


1.1.2 集合 的 相等 


同一 个 集合 可 以 有 不 同 的 去 示 注 。 钢 如 ，4={-1, 1}, 8 
= {wlzEZ, r=1}, C= {wlwzER，|z|=1},; 其 下 RR 表示 全 体 实 
数 集 合 。 这 就 产生 了 一 个 问题 ， 如 要 何 判断 两 -个 集合 是 同一 个 集 


会 。 


定义 1.1 给 了 两 个 集合 4 和 8B, 如 黑 黛 合 4 中 的 每 个 元 闪 
都 是 袋 合 号 中 的 元 素 , 反 过 来 集合 的 每 个 元 察 也 都 是 集 合 4 中 
的 元 索 , 那 么 称 集合 4 与 集合 如 相等 ,并 记 为 4= B， 

用 这 个 定义 可 直接 验证 上 面 的 集合 4，B，O0 是 相等 的 集合 ， 
A=B=0, 

定理 1.1 4, 3, OO 是 任意 集合 , 集合 间 的 相等 关系 满足 
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1” 自 反 性 4=4。 

2” 对 称 性 车 4=B, 出 B= 4， 

3” 传 骨 性 车 4=B,B=C, 则 A=0。 

证 明 在 定义 1.1 中 ， 将 吾 改 成 4 以 后 显然 成 立 ， 它 说 明 
妆 = 总 。 叉 在 定义 3.1 中 , 先 说 后 一 句 话 , 再 说 前 一 名 话 , 也 就 是 说 
集合 召 的 每 个 元 素 都 是 集合 4 中 的 元 素 ， 反 过 来 集合 4 的 每 个 
元 素 也 都 下 集合 4 中 的 元 素 , 其 意思 与 原 来 完全 相同 ， 所 以 当 
= 只 时 , 必 有 B= 4。 

下 面 证 虽 传 递 性 。 已 知 4=B, 对 于 任何 wE4, 必 有 wwEB，。 
又 由 吾 =C, 从 2E 大 推出 wzEC。 反 过 来 , 由 4=B, B=0 及 相等 
4,C= B。 对 于 任何 wE0, 由 于 C=B， 必 

2EB。 叉 由 B=4 从 wEB 推 出 wEA4， ee 1 知 
有 = 人 Cs, 


1.1.3 集合 的 包含 


集合 的 相等 与 包含 是 集合 间 的 两 种 最 基本 的 关系 。 现 在 定义 
两 个 集合 的 包含 关系 。 

定义 1.2 4 和 和 BB 是 两 个 集合 。 如 时 集合 4 中 的 每 个 元 素 
都 是 集合 请 中 的 元 素 , 我 们 称 集合 BB 包含 集合 4， 而 集合 4 叫做 
集合 B 的 一 个 子 委 , 庶 示 成 B 二 4 或 45SB。 

ga B 包 含 集合 4, 并 且 至 少 有 一 个 元 素 属 于 集合 盏 而 
不 属于 集合 4, 我 们 称 集合 了 再 高 包 合身 合 4， 抽 集合 二 时 做 集合 
B 的 一 个 真子 集 。 

例如 ,偶数 集合 是 整数 集合 的 真子 集 。 焦 合 ‘:1, 2, 3, 4} 是 集 
合 {zw]zEZ 且 0<x<<5} 的 子 集 ,但 不 是 真子 集 。 

定理 1.2 4, 了 好,C 是 任意 集合 。 和 化 合 间 的 包含 关系 满足 

1"' 自 反 性 4SE4。 

2” 到 对 称 性 若 4SB 有 BE4, 则 4= 了 3。 

3” 传递 性 着 4SB 且 BEC, 则 4SC。 


证 明 1?*， 3 的 证 明 留 作 习 题 。 这 旦 只 证 2?， 

车 4 三 B 且 BSA， 由 集合 包含 的 定义 知 集合 4 中 的 每 个 元 
素 都 是 集合 互 中 的 元 素 ,并 且 集 合 刀 中 的 每 个 元 素 都 是 集合 4 中 
的 元 素 。 这 正 是 集合 4 与 集合 了 相等 的 定义 ,从而 得 出 4=BB. ， 

定理 1.3 对 于 任何 集合 4, CS4。 

明 ” 用 反 证 法 。 人 很 设 空 集 人 不 是 某 个 集合 和 4 的 子 集 , 那 么 
至 少 有 一 个 元 素 %, 9 和 他 且 zc4。 而 好 是 空 集 , 它 设 有 任何 元 
素 , 即 对 任何 > 必 有 ze& 儿 ， 产生 矛盾 ， 故 不 可 。 直 此 得 二 是 
任何 集合 4 的 子 集 .。 

由 定型 1.3 知 空 集 好 是 唯一 的 ， 这 是 因为 假若 Bi 和 2， 
都 是 空 集 。 因 为 名; 是 空 集 ,得 出 好 :ES 多。 因为 好 。 是 空 集 , 得 
出 Bs 三 Cx。 由 集合 包含 关系 的 反对 称 性 知 Ci = 他。 

在 研究 一 个 特定 问题 时 ， 假 设 有 一 个 足够 大 的 集合 使 一 切 集 
合 都 包含 在 它 之 中 。 人 合 ， 9 
U, 对 于 任意 集合 4 均 有 ASUDU, 


1.1.4 禾 集 


B,… 是 集合 , 拒 它们 放 在 一 起 构成 一 个 新 的 集合 {4，B， 
…},， 这 种 集合 以 集合 作为 元 素 称 为 集 族 ， 集 族 通常 用 兹 写字 母 
A; 罗 ，… 表 示 。 
一 个 集合 的 全 部 子 集 构成 的 集 族 叫做 该 集合 的 宪 集 。 若 4 
= fa, 5, cy，4 的 宕 集 多 (4 是 有 8 个 元 素 的 集 族 。 
P(A)= {CG, {0}, tb},{e}, {gb} ,Ag,c}, {b,c} {a,b,0,}}, 
定理 1.4 4 是 有 限 集 合 ,1 (4)| = 2 人 4。 
证 明 4 是 有 限 集 合 ,14|1=n。4 的 人 


n 个 元 素 中 选取 才 个 不 同 元 素 的 方法 数 Ci(= 3 人)， 这 
时 “可 以 取 0，1， 2 nm 这 mm 十 1 个 值 。 
P(A = 0 tO t+ +On, 
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在 二 顶 式 定理 
(zy = Ow + Ow y+ + Oa" 
中 , 令 w=y=1, 于 是 有 2"=00+0Clt +0?。 从 而 j 多 (4)|= 2 


= 2141 


1.1.5 积 集 


定义 1,3 对 于 正 整 数 ,有 序数 组 (41,4s,…yar) 是 以 a 
为 第 宗 个 分 量 的 ”个 对 象 的 序列 。 
两 个 有 序数 组 是 相等 的 ， 当 且 仅 当 它 们 的 每 个 分 量 都 是 相 
等 的 。 
定义 1.4 个 集合 A1, A;, …4, 的 积 集 11 Xx dX……Xx 4, 
是 由 全 体 有 序 ” 数 组 (cl， U2 “'"s zx) 构成 的 集合 ， 其 中 CrE 4,, 
1 
特别 地 ， 若 41 = 4s=…= 4,= 和 4 时 , 记 44X AsX… XA 为 
上 
例如 ,4= {1, 2}, B= {m,n},0= {0}., D= 名 ,那么 
AxXB={(1, m), (1,n), (2, m), (2, n)}, 
AxXO={(1, 0), (2, 0)}, 
CxA={(0, 1), (0, 2)}, 
AxXD= 地。. 
注意 ,这 里 4xd#OCX4。 
定理 1.5 44,B 旦 两 个 有 限 集合 ,|4xB|= |41.1B1. 
证 明 ”从 集合 4 中 任 取 一 个 元 素 a 作为 第 一 分 量 , 从 集合 B 
中 任 取 一 个 元 素 5 作为 第 二 分 量 构 成 的 有 序 2 激 组 (a, 5) 蚌 A4 
x 召 的 一 个 元 素 。c 与 的 不 同 取 法 构成 不 同 的 有 序 2 数组 。 从 
集合 4 中 选 下 一 个 元 素 有 14| 种 方法 ， 从 集合 中 选取 一 个 元 素 
有 1B| 种 方法 。 它 们 可 以 移 成 14|*1B| 个 不 同 的 2 数组 。 于 是 14 
X 如 | =-| 4 
辐 理 可 以 证 明 |4a Xx AsXx x4,|= 141|* 14:| | 4 。 
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1.2 集合 的 运算 


我 们 在 性 一 节 谈 到 集合 问 的 一 些 联 系 , 如 包含 , 子 集 等 ， 各 种 
不 同 集合 的 进一步 联系 是 通过 集合 上 的 各 种 运算 显示 出 来 的 。 

定义 1.5 集合 4 与 已 的 并 , 交 , 营 集 4UB, 4NB, 4-B 分 
别 为 

AUB={w|w€ 4 或 s€B}， 
ANB={s|w€EAHwEB}, 
A-B= {vw' EAH LEB}, 

”由 定 义 看 出 4UB 是 由 或 是 在 集合 4 中 ,或 是 在 集合 号 中 的 
元 素 组 成 的 ，4 由 B 是 由 集合 4 和 集合 姻 的 公共 元 素 组 成 的 。 
4 也是 由 在 集合 4 中 且 不 在 集合 吴 中 的 元 素 组 成 的 。 若 取 4 为 
万 有 集合 口 , UB 称 为 集合 8 的 补 集 ， 并 记 为 B。 不 难看 出 

B= {elwEU Ho¢B= {vw¢ B}. 
例如 ,A= {0, 1, 2},B={1,2,3},0= {vlwEZ 有 vw>0}. 
AUB=1{0,1,2,3}, 
ANB= {1,2}, 
4-B={0}, B-A= {3}. 
A=U-A={r|z€EZ Bw>3), 

定理 1.6 对 于 任意 集合 4, 4U 4=U, 4N A4= 好。 

证 难 ”由 并 与 交 运 算 的 定义 

AUA={wiwEA 或 swEA}= {2]jzE A 或 zw A4}=U。 

ANA={zIwE ABE rEA}= {lsE AHw# A}= 好。 

例 1 证 明和 44cF 当 和 且 仅 当 BSA。 

证 明 ”用 反 证 法 证 明 必 要 性 。 和 假设 4 不成立， 那么 至 少 
存在 一 个 元 内 xoEB 且 so 儿 4, 从 而 YE 4。 另 一 方面 zo€ B， 战 
zo 对 是 。 这 就 是 说 ,至 少 存在 一 个 元 素 vos 使 wo€4 征 wo 作 太 ,与 
和 4 全 相 并 盾 , 敬 不 可 。 于 是 仅 当 B 三 4 时 有 4B， 


9 6 * 


可 用 类 似 的 方法 证 明 充分 性 。 

例 2 证 明 才 站 万 = UB. 

证 明 证 明 的 思路 是 先 证 明 4MmB4UB, 再 证 明 UB 
SAFB. 利用 集合 间 包 含 关 系 的 反对 称 性 得 到 4 闪 B= 18， 

下 面 我 们 先 证 4P0 BS 4 UB. 

任 取 zcE40 52， 由 补 运算 的 定义 知 zZ 翁 40 万 好 wmwE4 与 
zE 了 不 能 同时 成 立 。 由 此 级 出 v 华 4 或 zz 区 B。 再 由 集合 并 运 
算 的 定义 知 zgERUB,。 这 里 s 是 4 和 8 的 任 意 元 素 , 故人 4 在 
SA4UB. 

再 证 4J BSANB， 

任 到 wEA4UB， 由 并 运算 的 定义 知 zE 有 或 xwEB. 因 
4 站 MBS4, 从 十 例 知 万 三 4 站 B。 当 wEH 时 , 必 有 ww 人 E411B.。 同 
样 因 4NBGB, 从 上 例 知 BSA4NB. 当 vwEB 时 , 必 有 wEANB， 
综 工 分 析 知 4UB 的 每 个 元 素 都 是 4NMB 的 元 娄 、 即 XU 六 
忆 4N 站 MB。 证 举 

定理 1.7 对 任 和 守侯 合 4, 了 8, 0 下 面 等 式 成 立 ， 

1" AUB=BUYUA, ANB=BN4, 

2” AU{(BUO= (AUBUC, AN(BNO = (AND NG., 

3” AU(BNO=(A4UB NAUO), 

AN (BUOCY= (ANBYU (ANGC)., 

4” AUG= A4, ANU= 4。 

5° AYUA=U, ANA=, 

证 妇 5° 已 在 定 副 1.6 中 证 明 。 其 余 的 均 可 由 集合 并 ， 交 站 
筑 的 定义 直接 证 明 。 

定型 1.8 下 画 三 个 关于 集合 4 和 了 3 的 命题 是 相互 等 价 
的 ， 

1” AEB, 

2” AUB=B, 
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3” ANB= A., 
证 明 ”我 们 的 证 明 方 法 是 通过 证 明 1° 守 2* 过 3* 之 1" 来 说 时 
它们 是 等 价 的 。 
首先 证 明 1 之 2 
已 知 4 B，A4 的 每 个 元 素 都 是 如 中 的 元 素 ， 从 集合 并 运算 
的 定义 知 
4UB={zZizEd 或 了 EBP= fzlcE 了 = 也 。 
再 证 明 2° ->3”， 
己 知 4UB=B, 等 式 两 边 同 时 与 4 求 交 仍 然 相 等 ， 然 后 再 定 
理 1,7 中 的 诸 性 质 
ANB= AN(tAYB) 
= (AU ZNCAUB) 4 
=AU(ZNB) 3 
= AU((GN BU YO) 4 
.= AU((BN OU BNE)) Ty 5? 
= AU CBN (ZUB)) 3 
= AU (BNB) 1 
=AUG 5 
=A4. 4° 
最 后 证 明 3 地 1°， 
已 知 4 站 B= 4, 任 取 必 EANB, 由 集合 交 运 算 的 定义 知 % EE A4 
拉 wEB, 特 别 注意 到 mwEB， 由 5z 的 任意 性 , 得 到 AM RESB. 将 
站 B= 有 4 代 入 即 是 记 求 的 结果 4B。 
对 集合 的 运算 可 以 用 Venn 图 直观 地 表示 。 在 图 1 中 用 拖 形 
表示 万 有 集合 DJ, 圆 表示 集合 4, B,C、 


= ic (AUC)NME 
ANMB =$ ， CA PE UCN 


图 上 Venn 图 


1.3 集合 的 归纳 定义 


: 前 面谈 到 有 限 集 合 可 以 用 列 出 集合 元 素 的 方法 ， 也 可 以 用 刻 
划 集 合 元 素性 质 的 方法 来 表述 。 但 是 用 集合 元 素来 定义 集合 ， 特 
别 是 光 限 集合 ,不 总 是 很 方便 的 .例如 pascal 程序 集合 , 自然 数 集 
合 等 等 。 对 这 样 的 集合 人 道 常 自然 地 采用 归纳 定义 。 

集合 的 归纳 定义 是 由 基础 语句 .归纳 语句 ,和 终结 语句 三 个 部 
分 组 成 的 。 
上 先 看 个 例子 。 非 负 俩 整数 集合 召 可 以 定义 为 
召 ={zZlZEZ，zP0 且 JEZ 使 w= 2y}。 
它 也 可 以 归纳 定义 如 下 : 
- 1” (基础 语句 ) 0€ 召 ， 


2” 归纳 语句 ) 结 果 %E 百 , 则 n+2E 

3。 (终结 讶 名) 除了 有 限 多 次 使 用 1", 2* 产 生 的 整数 之 外 再 
也 没有 其 它 元 素 属 于 瑟 ， 

在 这 个 例子 中 ,我 们 可 以 看 出 :基础 语句 为 该 集合 提供 了 基本 
建筑 块 。 这 些 基 本 决 应 该 尽 可 能 地 少 。 归 纳 语 名 指出 如 何 从 集合 
已 有 元 袁 构 车 出 其 它 元 素 。 构 造 方 法 要 简单 可 行 。 终 结语 名 表述 
构造 方法 的 完备 性 , 即 除 掉 基 础 语句 给 出 的 元 素 外 ,集合 的 每 个 元 
素 都 能 用 归纳 语句 提供 的 方法 构造 出 来 ， 并 且 该 集合 的 全 体 元 素 
就 是 有 限 次 使 用 基 碘 语 杀 和 归纳 语句 所 得 到 的 全 部 元 素 。 

在 计算 机 科学 中 符号 行 起 着 重要 作用 ,在 行文 编辑 程序 ,处 理 
代数 公式 程序 以 及 定理 证 明 程 序 中 ， 对 符号 行 的 运算 是 核心 。 字 
母 表 是 由 有 限 多 个 符号 组 成 的 集合 , 记 为 互 。 从 了 中 选取 有 限 个 
符号 排 成 一 行 称 为 字母 表 马上 的 一 个 行 。 令 = fal ya yan}， 
必 二 ceil 9tr 此 中 Girs Giss "**y Qs 2， 那么 称 纪 是 2 上 长 为 
的 行 。 特 别 更 , 称 长 为 0 的 行为 空 行 , 记 作 2。 现 有 呈 上 的 两 个 
行 $= Qears Y= bb 其 中 sais ,Qtr9 By, bs 
和 行 z 与 行 y 的 连接 是 行 wy 

TY = Bit tgb 0d, 
它 是 号 上 长 为 +1 的 行 ， 一 般 地 , 行 的 连接 运算 不 满足 交换 律 。 
特别 地 , x2= 242 =%, 妈 任 何 行 与 空 行 相连 接 ， 则 保持 不 变 。 

下 面 归纳 定义 西 个 常用 的 集合 3+ 和 2*。 

定义 1.6 字母 表 上 所 有 非 空 行 的 集合 Z+ 定义 如 下 ， 

1” 《基础 语句 ) 如 果 aEZ, 则 caEZ。 

2”《 归 纳 语句 ) 如 果 zE2+ 且 wE3E,， 则 as 与 行 x“ 的 连接 
avE Dt. . 

3”《 终 结语 句 ) 集 合 2* 只 包含 有 限 次 使 用 1°” ,2° 所 得 到 的 
那些 行 。 

集合 2 包括 长 为 1. 2,… 的 行 , 它 是 一 个 无 限 集 合 。 特 别 要 
指出 的 是 ,在 27 中 的 每 一 个 元 素 都 是 由 有 限 多 个 符号 组 成 的 行 。 


* ]0 。 


例如 蕊 = {a, 6}, 那 分 

St+= {4, 8, aa, ab, ba, bb. Ga aab, .…}, 
定义 1.7 之 是 字母 表 ，Z 上 所 有 行 的 集合 >* 定义 如 下 ， 
1” 《基础 语句 ) 空 行人 GE Z*。 
2” 《归纳 语句 ) 如 果 zE 3* 且 aE5, 则 4 与 行 + 的 连接 
art 2", . 

3” (终结 语句 ) 除 了 有 限 次 使 用 1*, 2" 构 先 的 行 以 外 ,3* 再 
没有 其 它 元 素 。 

例如 三 = {ey 2 那么 

EZ*={2,a. 5, 0, a0, ba, bh, aaa, aabd ,ee} = {2}U Et. 

例 1 用 好 纳 方法 定义 仅 册 整数 ,一 县 运 算 符 +。，-， 二 目 运 
算 符 +，-，*,/ 及 括号 组 成 的 算术 表达 式 集合 ， 

1” (基础 诺 甸 ) 令 轧 = {0, 1,，2, …，9}, 若 sgED*, 则 5 是 算 
术 表 达 式 。 

2” (归纳 语句) 如 果 w 和 4 是 算术 表达 式 ， 则 (- 中 )， 
《+425)，(z+o) Cm- y) ,Cpty)，《w/y) 是 算术 表达 式 。 

3” 〈 终 结语 句 ) 一 个 符号 行 是 算术 表达 式 ， 当 且 仅 当 它 大 
有 限 次 使 用 1"，2 "得 到 的 。 

不 难 验证 341, 0000， (3 +7), (3+C( 一 61)), (+1~(+6/7)) 
都 基 上 面 定义 的 集合 中 的 元 素 。 


习 起 


IT.。 下面 的 集合 及 和 集合 互 是 否 是 机 等 的 
(1) A={1, 2, 3}, B={zlz€ 2Z}。 

{2) A={, 2 4}, B={1,2,2,4}, 

(3) A={g, b, ab}, B={5,ab,0,0,a},. 
2. 已 知 4 乞 B，BCO, 证 明 4CO 。 

3。 于 面 的 等 式 是否 成 立 9 

{1) 10}+ 一 好 ， 

(2) ZS =0s 


. 1 


(3) { 它 + 一 分， ph 

(4) DB={21rF2}, 。 

《5) B={BIBEA4R |B'=0}, 

we PL)=D, 

4。 下 面 的 合 量 是 天 发 立 ? 

(1》 如 末 轴 生 B,B*O, 则 4 

(2) 泵 基 o 芋 人， 有， 内 c3B。 

《3) ICD Im AF, 

5. 证 区 下 融 等 > 

(1} AN CAU B) -4N 5. 

{2) AU (ANB)=1. 

{3) A Ass rs A 为 集合 ;证 中 
0 ; 


a 


= 站 4 


6， 正 滑 下 列 命 是 : 
(1} BEO = (4ANB)ECANO)., 
《2) AE0, BEC = (AU BYEO, . 
(3) 4 各 召 是 有 限 集合 ,那么 1J4U3I 和 141+1Bi 并 且 仅 当 4 = 了 时 等 式 度 
立 。 让 
7. 月 归纳 法 定义 如 下 集合 ; 
C1) 十 进 俩 无 符号 蓝 数 ， 它 应 该 包括 4， 167, 0012 和 = 
(2) 带 有 限 小 数 部 条 的 无 符号 实数 , 它 应 访 立 包 括 6.1, ?712.， 61. 200 等 。 
《3) 不眠 9 打头 的 二 进 制 偶 整 数 , 它 应 该 包括 0，110，1010 等 。. 
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2 数论 初步 


数论 是 一 个 古老 的 数学 分 过。 在 本 剖 中 我 们 主要 介绍 初等 数 
论 中 的 基本 知识 , 它 包 括 整 除 性 , 辐 余 式 .不 祖 与 指数 等 内 容 ， 为 
第 五 章 以 后 学 习 群 , 环 , 域 的 知识 提供 一 个 现实 模型 ， 世 为 令 后 学 
习 保 密 通 讯 , 密 码 体制 作 必 要 的 准备 。 


在 现实 世界 的 数量 关系 中 ,人 们 首先 认识 到 1, 2,， 3, … 这 些 

正 整 数 ,在 正 整 数 之 间 可 以 做 加 法 运算 .为 了 能 做 减法 运算 又 扩充 
到 负 整 数 和 零 。 全 体 正 整数 构成 了 自然 数 集 合 N。 全 体 正 负 整数 
和 零 构成 了 整数 集合 Z。 整 数 集合 种 然 数 集合 是 初等 数论 研究 
的 对 象 。 
-在 整数 集合 2 中 可 以 进行 加 , 减 , 滋 运 算 , 并 且 满足 一 些 规律 
《例如 ,加 法 的 交换 律 和 结合 律 , 莱 法 对 加 法 的 分 配 律 等 )， 一 般 不 
能 做 除 法 运算 ,所 以 ,研究 整数 亲 能 否 相 除 是 损 示 整数 特性 的 一 个 
重要 手段。 


2.1.1 整除 关系 及 其 性 质 


-定义 2.1 a,5 为 整数 ,4 革除 5 当 且 仅 当 存在 昧 数 4, 使 得 
ed=5, 并 记 为 a15, 也 称 4 是 5 的 一 个 因子 ， 
整除 性 反映 了 两 个 整数 之 闻 的 一 种 关系， 如 一 316，3} ~6， 
4+6, 
定理 2.1 攻 陈 关系 具有 如 下 一 些 性 质 . 设 a 5,c,z,yEZ， 
1” 对 任何 ic 均 有 xl[c。 
+ 13. 


2” 车 zj2p 且 下 z, 刚 Z= 土 3。 

3” 若 cl5 且 jc, 则 clc。 

4” 车 cl5, 则 cf(ic)。 

5” 车 cl25 且 clc, 则 cl(prc+ecy)。 

6” 若 c,p>0 且 cb， 则 cs 过 p。 

证 明 1", 3", 4 ,5° 利用 整除 定义 可 以 证 明 。 这 里 只 证 明 
2 和 6°。 

证 明 2" 由 a18 和 51a, 知 存在 zyE€2, 合 得 axw=b, by=g， 
将 它们 的 左边 ,右边 相 乘 得 到 abwy = ap, 推出 wy=1。 从 而 只 能 
有 两 种 情况 z=y= 1 或 g=y= -1, 妈 4=5b 或 4a= 一 5。 

证 明 6” gag,3>0 且 al5， 必 有 zEN 人 使 wz=zBp。 这 里 zz 关 T， 
得 出 a5。 更 一 般 地 , 若 ,5E€2, 且 0,5 关 0,a1l5, 那么 lal11251。 
由 6° 推出 jal 志 16|， 即 -| 站 所 a 志 15|、。 这 表明 非 零 的 整数 8 只 
有 有 限 多 个 因子 。 由 于 任何 xzE2Z,z:0=0， 从 而 0 有 无 限 多 个 因 
子 。 证 毕 


2,1.2 最 大 公 因 于 


有 了 整除 移 概 念 就 可 以 定义 两 个 整数 的 最 大 公 因 子 ，。 

定义 2.2 a, 5 是 两 个 不 同时 为 老 的 整数 ,a,5 的 最 大 公 因 于 
d= (a,8) 满 足 

1” Qja, 415, 即 2 是 4 与 5 的 公共 因子 . 

2” 车 cja, cj5b, 则 csd, 即 避 是 a 与 的 所 有 公 兴 因子 中 
最 大 的 一 个 

类 似 地 可 以 定义 (aiyaay…yqa)。 

一 个 整数 至 少 有 两 个 因子 :1 和 自身 ,两 个 整数 至 少 有 一 个 公 
因子 1。 前 面 已 经 分 析 过 ,每 个 非 零 整数 只 有 有 限 多 个 因子 .从 而 
当 a, 5 不 多 为 零 时 ,它们 的 公 因 子 也 只 有 有 限 多 个 。 则 是 最 大 
的 那个 公 因 子 。 显 然 8= 《4,58) 之 1. 例 如,( -3, -6)=3,( 一 3,6) 
= 8,《2, 3)=1。 如 果 两 个 整数 的 最 大 公 因 子 为 1, 则 称 这 两 个 整 
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数 是 互 素 的 。 

为 了 考察 是 否 存 在 整数 2，wy， 使 得 a 与 5 的 最 大 公 因 子 4 
= qv+0y。 也 就 是 w,6 的 最 大 公 因 子 @ 是 否 能 用 a 与 ?线性 表示 
出 来 。 为 此 ,我 们 先 扩 大 范围 研究 集合 

S={artbylw, yEZ}, 

该 集合 有 如 下 性 陆 ， 

1” 薪 和 mrEp 则 人 十 ES。 

2” 若 wEgS.cEZ, 则 cmES。 

3” 记号 中 最 小 正 整数 为 6， 那么 S 中 每 个 数 都 是 & 的 借 
数 。 反 过 来 , @ 的 每 个 倍数 也 必 属 于 5, 

上 面 的 性 质 1" 各 2 是 显然 的 。 现 证 明 人 性 质 3"。 因 为 a,3 不 
全 为 零 , 土 4， 十 5 显然 属于 集合 S。 也 就 是 说 ， 集合 5S 中 有 正 元 
素 ， 所 以 8 中 一 定 存 在 着 一 个 最 小 的 正 整数 @&。 任 取 ecES， 有 。 
= ga8+7Y, 其 中 9g 和 7 分 别 为 ec 除 以 上 得 到 的 商 和 非 负 余数 ，0<r 
<d。 因 为 ES, 由 人 性质 2* 知 x*&ES。 又 因 cE 5, 由 性 质 1” 知 
r=e 一 gdES。 由 于 如 是 8 中 最 小 的 正 整 数 , 从 而 必 有 ?= 0， 即 
c=gc 故 

S={ar+bylv,yEZ}= {kd 17 EZ}, 

下 面 证 明 8 的 最 小 正 整数 & 就 是 & 与 5 的 最 大 公 因 子 . 由 于 
GES, 存在 wo, yoEZ, 使 得 8=avot byo, 因 为 (a, 5)ia,(a,5)|5， 
于 是 (sg，5)|&。 由 整除 的 性 质 6*， 知 {4a，5) 志 48。 另 一 方面 ， 因 
为 aE8, 8ES, 那么 存在 加 ,K€E2, 使 得 a= 如 8,5=%od, 从 而 
是 4 与 5 的 公 因 子 。 而 (4a, 中 是 4 与 5 的 最 大 公 因 子 ， 所 以 a 
必 (q.5)。 综 上 知 2= (a,5)。 

从 上 面 的 讨论 看 出 ,车 ,5 是 不 全 为 堆 的 整数 ,那么 一 定 存 在 
整数 wy 使 az+ B89y=(g,5)。 另 外 ,整数 % 可 以 表示 成 aw +&y 形 
式 的 充 要 条 件 是 (o,， 8)|n。 显 然 , 当 a 与 5 互 素 时 ,任何 整数 nn 都 
可 以 表示 成 aw+ 56g 的 形式 ,由 此 得 到 

定理 2.2 设 2, 5 是 不 全 为 零 的 整数 ,那么 


1”《〈9, 3) 是 集合 8= {az+Ey1z,yE2Z} 中 最 小 的 站 整数 。 
2" 整数 ”可 以 表示 成 wz+ by 形式 的 充 概 条件 是 (a， Dla. 
利用 定理 2.2 可 以 得 到 关于 最 大 公 因 子 的 一 些 有 用 的 性 
推论 2.1 车 和 为 正 歼 数 , 则 (pa m5) = mla, 5)。 
证 明 (ma mt = 形 刘 may 十 m6g 的 最 小 正 台 数 
=m* 形 如 gz+by 的 最 小 正 整数 
= (Gb)., 
特别 有 
1” 若 (4,8)=4, 则 d= (a, Bs da 人 (3 A 4). 两 边 9 


得 到 (人 ， 5)= 1 

2” 车 m 是 4 与 5 的 公 因子 , 4=mass 6=mbi。 (4,b)=%m 
(g1:51)， 所 以 ml (cy 5)、 即 6 与 5 的 公 因 子 是 晤 大 公 因 子 的 因 
子 。 证 上 毕 , 

推论 2.2 车 (c, in) = (pb 2)=1, 则 (ab, m)= 1, | 

证 明 由 (em)= (5,mm)=1 知 存在 to, os zt ohE2， 使 得 
avo+myo=1，bwi+ma=1。 将 这 滑 个 式 子 左 有 两边 相 乘 ， 
得 到 | - 

abrovi tmiavoya tbryjot my = 
从 而 (cbymm) = 1。 证 毕 - 

推论 2.3 a， 5 是 不 全 为 的 台数， 对 任 富 玫 数 有 (0， 5 
一 《Gy 六 十 CO)。 

证 明 令 g= (2, 8), 及 = 5 二 87)。 由 由 gjas915. 知 gl 
+ao), 即 9 是 az 与 3+ 喧 的 公 因 了 于。 从 推论 2.1 中 的 2° 知 gl|， 
另 一 方面 有 4,h1 (B+ag), 推出 |5。 从 而 是 5 与 5 的 公司 子 ， 
同 理 lg。 由 定理 2.1 中 2° 和 %h， 9g> 0 i 9: Bh (a, b) 
= (g,b+azx)。 证 毕 

推论 2.4 若 clob 量 (ec; =1, 则 cla，. 
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证 明 由 clabclac， 根 据 推论 2.1 中 的 2” 知 ol(a5, ac)。 
而 从 推论 2.1 知 (tab, ac)= a(5, 6)=ar1=a。 于 是 cla。 证 此 
上 上面 在 证 归 (a,5) 可 表示 战 .aw + by 形式 的 过 程 中 , 没有 给 
一 种 可 行 的 方法 或 出 z 和 和 yg。 我 们 利用 推论 2.3。. 可 以 得 到 求解 
or +Vy = (a, A 由 于 (ee,5) = (el 0) :我 们 这 
里 不 炉 笨 没 a 闫 ?> 
定理 2.3 人 
a= ago+yo 0<ro<d, 
b= rg t+, 0<r<ros 
Fo= TG2 tT Oro 


全 二 riugise tr 四 < 人 < 人 il 
Tt = 人 ff28f+339 
则 (a,5) = Tide . 
证 明 在 上 述 轧 转机 除 的 一 系列 关 系 式 中 ，5>>9o>> 们 六 
>>9i Da 20 是 一 个 非 负 的 递 诚 序列。 因此 经 过 数 次 相 除 
以 后 所 得 的 余数 作为 09. 我们 这 里 假设 "rsa= 0. 根 据 稚 论 2.3 有， 
ab) = Cb, To) =《70 T1) = = ris Pe) = Tin Tr42) 
=7Ye+2。 证 毕 
.由 上 述 驾 转 相 除 算法 ,不 仅 可 以 得 到 (a, 5)， 利用 这 些 关系 式 
反 推 回去 , 就 可 以 得 到 (a, 5) = ez + By 中 的 zz, yy 的 值 。 
纲 1 计算 (936，6357)。 
解 按 定 理 2.3 提供 的 纪 转 相 除 算法 得 到 关系 式 
936= 657.1 +3867-7) 
857 二 306。2+45， 
306= 45"6+36， 
45= 36"1 十 9， 
36=9-4， 
于 是 (936,657) = 9， 
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又 有 
9=45~-36"1= 45—(306--45.6)= 45.7 —306 
=《657 ~ 306.:2)*:7—306=657.7— 306.15 
=657.7 一 (936 ~ 657°*°1)* = 657"22 一 936.15， 
方程 936w +657g = 9 的 解 为 2= ~-15,y= 22。 


2.1.3 最 小 公 倍 数 


”定义 2.3 4a, 5 为 整数 ，4 与 5 的 最 小 公 倍 数 c= [a, 如 满足 

1° wle,ble 8 o> 0. 

2” 若 zle, ble, 则 <c 么 Je]， 

类 似 地 可 以 定义 [oj，ca，…，cn]。 

任何 两 个 整数 4， 3 存在 着 正 公信 数 ， 如 1a28|。 我 们 知道 , 阁 义 
是 4 与 3 的 公信 数 ， 则 对 于 任何 正 整数 2, wv 也 是 & 与 3 的 公信 
数 。 所 以 4 与 5 不 存在 最 大 公 税 数 、 显 然 4 与 有 最 小 正 公 倍 
数 ce。 我 们 称 oc 为 & 与 5 的 最 小 公 和 倍数 ， 

i es Ob ts i 因子 的 结 . 
论 。 

定理 2.4 a4,2 为 非 骞 整数 ,a 与 2 的 每 个 公 倍 数 沟 超 最 小 公 
倍数 的 倍数 ， 

证 明 考虑 集合 S'= {a 与 5 的 所 有 公 倍 数 }. 该 集合 有 如 
下 性 质 ， 

1” 车 m,nES", 由 mtn&Es'。 

2” 若 nES8', cE2Z, 则 conES' 

3”_S' 中 有 最 小 正 整 数 w, 那么 S' 中 每 个 元 素 均 是 vc 的 信 
数 。 反 过 来 & 的 任意 倍数 必 属 于 SS'， 显然 就 是 4 与 的 最 小 
公信 和 数 ， 

1", 2" 是 显然 的 。 因 S' 是 由 4 与 3 的 所 有 公信 数组 成 的 ， 
十 90 ES'， 即 S' 中 有 正 数 ， 从 而 有 中 有 最 小 正 整 数 x。 任 取 
EN', v= gutr, OEr<u, 由 于 v, WES', gEZ， 所 以 r= 


+ ls + 


-9E8S'。 wy 是 8 中 的 最 小 正 整数 ,因此 必 有 = 0 即 2= gw。 

由 a 与 了 的 最 小 公 售 数 的 定义 知 4=fa,b]。S’ = {hulkEZ}， 这 

说 明 非 零 整 数 4,5 的 每 个 公 售 数 都 是 最 小 公 倍 数 的 倍数 。 证 毕 
利用 定理 2.4 可 以 得 到 关于 最 小 公 倍 数 的 一 些 有 用 的 性 质 。 

推论 2.5 mm 为 正 叉 数 ,Ema,7mm05] = mm[a,D。 

证 明 由 al[a,b], blEa,5], 知 majm[a,b1,mb|mta,5], Rp 
m6,5j 是 m6 与 m25 的 公信 和 数 ; 从 而 Emg, m8j1im[ae, 拉 。 嚼 一 方 
面 , 若 了 是 ma 与 m6 的 公 倍数 , 必 有 mj1。 不 退 令 1=1m, 那么 
VW 是 4 与 6 的 公 倍 数 ,从 而 [eo, 5]1?*。 由 此 推出 m5a, B31, 现 取 
1=[Lma, m0, 得 到 mLa, 8]|[ma, mb]。 由 定理 2.1 中 2° 以 及 
mfta,bl>0, Ema, ?50。 最 后 得 出 

[rac,mp]= 和 [ec 5。 
证 毕 

论 推 2.6 [cc,2jCc,5)7= ob, 

证 明 首先 讨论 (G，28) = 1 的 情况 。[c ,到 是 w 与 3 的 最 小 从 
倍数 ,存在 mi 使 得 [a,，51= mg. 由 51[a, 5], 知 5]jmg. 而 (a, 5) 
=1， 由 推论 2.4 得 出 86|m1，w”m 应 该 是 满足 此 关系 的 最 小 正 整 
数 , 所 以 mi =5, 妈 [a,5] = ab， 


当 (a,8)= gd 时， 由 推论 2.1 中 的 1° 知 (4， 2]=1,， 从 上 
面 的 结论 ， 有 | 他， 3 |= jaz。 根据 推论 2.1 和 推论 2.5 

a,b) La,bl= ds(&, 时 [3， 了 | = es1. 而-o8 = ap。 
这 正 是 所 要 的 结论 。 证 毕 

2.1.4 索 因 于 分 解 瞧 一 性 定理 


4 是 8 的 因子 当 且 仅 当 gl5。 如 琳 正 整数 5 只 有 1 和 8 为 其 
因子 , 则 称 2 为 素数 .例如 2, 3,，5, 7, 11, 13, 17, 19, …, 每 个 大 
于 1 的 整数 都 可 以 被 一 个 素数 整除 ,从 而 得 到 该 整数 的 素 因子 分 
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解 式 。 例 如 60 = 22.3.5。 如 时 不 考虑 因子 出 现 的 次 序 ， 那么 这 种 
分 解 形 式 是 唯一 的 。 我 们 具 仍 述 素 因 于 分 解 只 一 “性 定型 ， 而 不 加 
以 证 明 . 

定理 2.5 〈 素 因 于 分 解 瞧 一 性 定理 

任 窟 下 整数 都 能 用 一 各 方式 县 只 有 一 种 方式 写 成 素数 的 和 
积 ， 

我 们 可 以 用 加 法 作为 构造 自然 数 的 手段 ,任何 正 整数 


n=1+1+: 二 1, 其 基本 元 素 就 是 1。 当 用 乘法 作为 构造 自然 - 数 
的 手段 时 ， 其 基本 元 素 是 企 体 素数 ， i 
性 定理 告诉 我 们 的 。 

那么 有 多 少 个 素数 呢 ? 结 论 是 :存在 闭 元 限 多 个 素数 。 可 用 反 
证 法 证 明 这 一 结论 。 假 若 只 有 有 限 多 个 素数 pt， Ps，…， Px。 壕 
= pipar…pz+1。n 是 自然 数 ， 存 在 一 个 素数 六 癸 ee 推 出 
2 故 不 可 。 所 以 有 无 限 风 个 素数 。 
: 有 说 ， 对 给 定 的 整数 进行 素 因子 分 解 是 很 困难 的 。 首先 
过 到 前 -种 “可 行 性 算法 ?来 确定 所 给 的 整数 是 否 是 索 
数 。 奥 地 利 天 文学 家 用 厄 氏 饰 法 花 了 20 年 时 间 得 到 了 10s 以 内 
的 素数 。60 年 代 奖 国 宣 布 他 们 在 计算 机 内 存放 着 前 5x108 个 素 
数 .85 年 9 月 英国 在 CRAY X-MP 超 级 计算 机 上 计算 的 最 大 素 
数 为 2xeo9!-1>100505o。 这 是 目前 人 们 知道 的 最 头 素数 。: 时 


2 线性 水 定 方程 


限制 在 某 类 数 中 (如 ， 正 整数 ， 有 理 数 等 ) 求 解 的 方程 叫 丢 芋 
图 方程 。 最 简单 的 丢 番 图 方程 就 是 线性 不 定 方 程 ， 
J ao 十 gata + + Qn = 路 
” 求 其 整数 解 ， | 四 
旱 在 1400 多 年 前 , 降 朝 “ 张 丘 健 算 径 ”一 书 中 最 后 一 问 是 世界 
+ 20" 


著名 前 百 鸡 问 题 。 问 题 是 , 鸡 伍 一 , 借 钱 五 , 鸡 母 一 , 值钱 三 , 鸡 任 
三 ,值钱 一 , 百 钱 买 吾 鸡 , 问 鸡 俩 、 鸡 母 . 鸡 仔 各 几何 ? 设 鸡 合作 只 ， 
戏 址 了 只 , 鸡 仔 3z 只 。 由 题 意 列 出 方程 
dn 100 
攻 十 9 十 32= 100。 
消去 2 行 到 7z+48= 100。 这 峙 多 元 线性 不 定 方程 化 为 二 元 线性 
不 定 方 程 。 
以 下 我 们 上 只 讨 论 二 元 线性 不 定 方 程 。 
定 爱 2.6 4,5.nr 为 束 数 ,az+ Dy=n 窒 解 当 且 仅 当 (o,2)|n. 
如 时 zo, wo 是 an ig 组 解 , 则 通 亡 为 


P= ot 


其 中 1 为 整数 . 

.证明 ”由 上 节 定 再 2.2 对 集合 8= {ew+3y|z,yE2} 的 讨论 
入 | an + by = n 广 解 当 且 仅 当 (4a,5) |n。 

如 果 zo 是 gx+By=%n 的 一 组 解 ,由 govyo=hn, 败 邯 


cf mt+ op) i) + 到- 


所 以 ww=zo+ 二 yt Y= ~- ta, Tavthy= nn 的 解 。 反 


入 来 , 营 2,y 是 方程 4v+8y = 的 和 解 , 则 
外 


@_ vv i 
由 此 得 出 ble(s 一 zo)， 好 一 | +0 (cy 
6 


《ay = 二 是 5) je- ms We ot + :区 中 二 为 
一 个 整数 。 将 sz 的 表 夺 式 代 入 (2 0 人 解 出 Y 
= yo— ey t。 en 


ms ry! 人 


全 三 + Be y= Yo- 


ey 
i DD! (80) “ 
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证 毕 ， 

例 1 前 面 的 百 鸡 问题 7o + 4y= 100。 因 (7, 4) = 1， 所 以 方 

程 次 解 , xo= 0, go = 2 是 一 组 特 解 , 通 解 为 z=41, y=25~71。 

为 了 保证 2,9 为 正 整数 , 1 只 能 取 值 0, 1,2, 3。 故 该 方程 的 解 共 
有 四 纽 。 它 们 是 

他 = 2=4 5=8 ws= 12 

| La 和 Wy 


3z2=75, [32=78, [3s= 81, [32= 84, 


2.3 则 余 式 与 线性 同 余 方程 


2.3.1 同 余 式 及 其 性 质 


在 第 一 节 中 我 们 讲 到 整除 性 。 整 数 c 除 以 整数 5， 如 果 余 数 
为 0, 称 作 3le。 当 584+a 时 ,余数 有 各 种 可 能 性 .为 了 区 分 它们 ,我 
们 引入 同 余 的 概念 ， 

定义 2.4 设 &,5, mE2Z,m 关 0, Ga 与 5 模 m 同 余 当 且 仅 当 
ml(a -5), 并 记 为 a=bC(mod m)。 

显然 三 & mod wm) 与 & 三 bmod 一 16) 等 价 。 所 以 , 以 后 假设 
mm>0, 
同 余 式 有 许多 与 通常 等 式 相 类 似 的 性 质 ， 我 们 列举 如 下 ， 
( 设 g,b, 5, zyEZ), 

1” ga(mod m), 

2” 车 4&=b(modm), 则 8=a(mod m)。 

3” 着 &=b(mod m),; 8=c(mod m), 则 a 二 oe(mod m)。 

4” 车 4&=b(mod m), ce 三 Q(tmod m)， 由 

at+e=b+od(mod m), oc=bd (mod m), 
5” 活 g==b(mod m) 且 dlm, 则 64=b(mod 3)。 
6” 车 4=b(mod m), 则 aw 三 bw(mod m)。 


sa 22 。 


7* dwr=aytmod em) 当 且 仅 当 w=y(mod m) 

8 车 av=ay(modm) 日 (a,m)=1, 风 w=ymod m)。 
9” w=y(mod m,), 1<<j 志 7 当 且 仅 当 z=y(mod [mi mss 
mmr), 


以 上 诸 性 质 都 可 以 用 辐 余 定义 直接 得 到 。 证 明 从 略 。 


- 
二 


2.3.2 线性 同 余 方程 


3) 为 整数 ,我 们 要 求 线性 同 余 方程 vz 关 并 mod m) 的 解 。 先 
油 一 个 特殊 情况 ， 

定理 2.7 设 (c, m) = 1， 对 于 每 个 整数 5b, 同 余 方 程 cz 三 六 
{mod m) 有 模 m 唯一 和解 ， 

证 明 因为 (a,m) =1, 对 每 个 整数 5 都 存在 着 jx,y EZ, 使 得 
aw+my=5, 即 az 二 5(mod m)。% 就 是 污 同 余 方程 的 解 。 

下 面 证 明 解 是 措 m 唯一 的 。 若 maze 都 是 az 三 光 mod mr) 的 
解 ， 即 az:=aaa 三 上 mod mm)。 由 于 (a,m)=1， 得到! 二 x 
(modm)。 这 说 明 方 程 的 任意 两 个 解 是 模 mm 同 余 的 , 即 解 模 各 只 
一 。 证 上 毕 ， 

定理 2.8 同 余 方 程 af==b(mod m) 有 钨 当 且 仅 当 (wx,m)13。 
当 条 件 满 足 时 ,该 同 余 方 程 前 (a,m) 个 模 mm 不同 余 的 解 


v= 0o+- tmodm), 0<t<(0,m) -1, 
{&, mm) 


其 中 zo 是 同 余 方程 


SS 
的 解 。 
证 明 设 vw 是 闻 余 方程 ax=b(mod mm) 的 解 ， 好 m2|( aro 
一 了 ,由 于 C8,m) [mm, 显 然 有 ta,m)1(azo 一 8)。 又 由 (a,m)la, 推 
卉 (8,， 0) 4158. 反 过 玉 , 当 (a, mr)]3 时 ,存在 21,2Z， 后 @ri + 
=5, 中 ami 三 5(mod m) ,这 天 有 明 wv 谨 是 同 余 方程 az 二 Bb(mod mm) 


# 223 和 # 


的 一 个 解 . 
当 满 足 同 余 方 各 有 解 的 条 件 C9,m0)15 时 ,az=S(naod my 可 以 


化 成 等 价 的 同 余 方程 

， 
评 于 (和 ra) 1 该 方程 有 六 二 唯一 时 2 三 2o 
(modaa ， 这 里 不 妨 取 pk -这 个 wo 也 是 aw=8 


ORs (2, 20} —1, 


(mod m) 的 一 个 解 ， 下 面 证 明 wo + 一， 
(a, mm) 


也 是 oz 三 8(mod mm) 的 解 。 拒 它们 代入 方程 
。 1, 2 CB .。 
cf To + 二 two 二 mj ‘mod 2 7。 


而 


mm 
(&,m) 


nb 
Dm 证 二 (C00) 


所 以 Wo 二 Cm’ iS(a,m) -1 是 (54,m) 个 模 mm 不 同 余 的 解 ， 
反 过 来 ， 候 说 ee sz 三 b{Im0d m) 的 一 个 解 。 必 有 aro 三 鸣 圭 6 
‘mod m), 推出 m=y (modza 2 ), 即 y=m+p 2 。 令 人 


+{(a, mm) 一 1) 二 ms 


《G， ny 


宕 示 五 除 以 {48,m) 的 非 负 余数 ,那么 二 0 十 3 (mod m), 


这 说 明 aw 二 bl(modm) 除 上 述 (0, mm) 个 解 之 外 没有 其 它 形式 的 
解 ， 证 毕 。 . 

例 1 和 解 14j 三 27(mod 31)。 

解 因 (14,31)=1，140 三 27(mod 31)。 有 模 31 唯一 解 。 
14z 三 27 三 58 (mod 31)。 
因 (2; 31) =1, 利用 同 余 式 性 质 8 ”得 到 

79 三 29 (mod 31)。 

又 由 72=29=91 (mod31), 
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日 7， 31)=1, 人 解 出 二]3 (nod 31)。 

全 2 解 02=300mod 33)。 

解 《6,33)=3 且 3130， 由 定理 2.8 知 该 同 余 方程 有 3 个 模 
33 不 同 余 的 解 . 

与 bz 三 30(maod33) 等 价 的 同 余 方程 2z=10(mod 11) 中 
(2，11)=1，z=5(xodjii) 是 它 的 模 11 唯 一 解 ，w=5+ll1t 
(mod 33),0 志 + 声 2 是 网 余 方程 6z 三 30(mod 33) 的 三 个 模 33 不 
局 余 的 解 , 即 该 癌 余 方程 的 解 为 

w= 585, 16,27 (mod 33)。 


2.3.3 求解 线性 司 余 方程 组 


我 国 古 代数 誉 洲 作 “孙子 算 生 ”中 有 “ 物 不 知 其 数 ” 一 问 ,“ 今 有 
物 不 知 其 数 。 三 三 数 之 你 二 ,五 五 数 之 余 三 ,七 七 数 之 余 二 ， 问 物 
几何 ?”" 用 数学 语言 来 描述 就 是 ( 设 其 数 为 2) 

ZE 三 2 (mod 3) 
z=3 (mod 5) 
2=2 (mod7)。 
这 一 问题 的 古代 算法 在 程 大 位 的 “算法 统 宗 ”中 总 结 成 
“三 人 同行 七 十 稀 ， 
五 树 梅 兹 十 一 梳 ， 
七 子 团 圆 月 正 半 ， 
除 百 零 五 便 得 知 。? 
意思 是 以 70, 21, 15 分 别 冬 该 数 除 以 3 ,5,7 所 得 的 余数 2, 3, 2， 
将 结果 相 加 再 模 105， 噶 
w=70.2+21"3+15.:2= 233 三 23 (mod 105)。 
国外 数论 文献 中 把 这 个 算法 称 之 为 中 国 璋 余 定 理 ， 在 下 面 定理 中 
将 给 出 证 明 . 

定理 2.9 设 自然 数 mi wz， or 两 两 互 案 。 对 任意 整数 

cy co pa 线性 同 余 方程 组 z 关 of(mod mr,), 1% 所 7, 均 有 解 ， 


se 25 & 


并 扎 解 是 模 reta…way 唯一 的 。 

证 明 令 MM= mm mes Me (Mi mi) =1, 1 
+。 对 每 个 ,和 ,B; 三 1(mod rm) 有 解 并 且 当 7 天 2 时，NWj6; 三 0 
(mod ms)。 现 令 y = Ebay, 显然 


y= MPa.(mod m), 1<i<r, 
从 而 yy 是 同 余 方 程 组 的 解 。 同 时 与 gy 模 mma…mr 同 余 的 数 也 
荐 该 同 余 方程 组 的 解 。 

令 ,Vs 都 是 辐 余 方程 组 的 解 ， 那么 入 一 Y=0(mod m;)， 
is<7r。 也 就 是 说 四- 加 是 za 的 公 人 倍数， 从 而 
{me oa， or]|1(9 一 go) 而 oily zs， …y ar 两 两 孔 素 , [er 
ogg 9 22] = tr 了 后 得 填 

ys 《Inod mima' mmr) 
证 毕 ， 

该 定理 的 证 明 是 构造 性 的 ，。 它 已 指明 解 线 性 辐 余 方程 组 的 具 
体 步 又 。 

例 1 解 同 余 方程 组 

% 二 2 (mod 3) 
4 三 3 (mad 5) 
Ys2 (mod7)。 

解 本题 中 M=3.5.7=105, =35, 杂 =21，Mas= 15。 出 
352 三 1(mod 雪 ，2125s=1(mod 5)，155s 三 1(mod 7》 分 别 解 出 
B=2, 802=1, 03=1。 从 而 

Y=352:2+211:3+15*1:2 
=70.2+21.3+15.2= 233。 
4 三 23(mod 105) 是 该 同 余 方程 组 的 和 解 。 

定理 2.10 线性 局 余 方 程 组 es=aitmod m ,$=1,2, 有 解 

的 充 要 条 任 是 (zx 122)1(& -ca)。， 在 条 件 洲 足 时 ,该 方程 组 的 解 


和 了 0 。 


梭 [mi，mz] 了 瞧 一 . 
证 明 该 方程 组 有 解 就 是 存在 着 整数 s,t, 使 zs=mt+ai 自 
作 二 mas G2, 即 io 二 一 asS= io 一 Cr 从 定理 2.6 知 该 方程 有 解 当 
且 仅 当 (ma, ma) | (gs 一 41) .所 以 线性 同 余 方程 组 有 和 解 的 充 要 条 件 
是 Cmi,mz)i(a, - as), 
车 当 条 件 满足 时 ，wi 和 ws 都 是 该 方程 组 的 解 , 别 
人 tmod m1) 
wi -T=0 《mod m,), 
2 一 0a 是 miiy ms 的 公 倍 数 。 于 是 [my m2]| (zi -aa 旬 vwi 兰 vw 
(modEmi, mz]), 它 说 明 该 方程 组 的 解 模 [m2 , mo] 叭 一。 证 毕 。 
例 2 求解 
fe (inod 4) 
z=0 (mod6)。 
解 ” 因 (4.6)](2 -0), 该 方程 组 有 解 并 且 解 模 12 唯一 。 下 面 
就 求 它 的 解 。 由 x 三 2(mod 4)， 知 w=2+46。 将 z 代 入 ww 二 0 
(mod 6)。 得 到 4#, 三 4(mod 6)， 化 简 后 为 如 =1(mod 3)。 于 是 
li=1+38， 再 代入 了 =2+416) 得 到 zw=56+121s。 从 而 解 为 
z=6 ‘(mod 12)。 


2.4 欧 拉 定理 及 殉 拉 函数 


2.4.1 完 系 与 缩 系 

对 于 给 定 的 整数 mw， 每 个 整数 都 与 且 仅 与 集合 {0,1.…， 
岂 -11 中 一 个 数 模 mm 同 余 ， 一 般 地 ， 

定义 2.5 整数 集合 {oa， Vo *"'y om} » 如 果 每 个 歼 数 都 与 及 
仅 与 该 集合 中 一 个 Ds 炉 和 痉 辣 余 ， 则 称 {x; ， To ”9 vn} 为 模 光 的 
完 系 . 

显然 10, 1.2, 3, 4} 是 模 5 的 完 系 ,{10, 21,27, 38, 一 1} 也 是 
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模 5 的 完 系 . 不 难看 出 , 模 m 的 完 系 有 西 个 特征 ， 首先 它 是 由 2 
个 元 素 组 成 的 .其 次 这 些 元 潍 相 互 不 模 mm 同 余 。 

我 们 把 模 mw 的 辐 余 类 浇 示 成 4;= {zw€2,s 二 议 m0d mm)}， 
0¢<m 一 1, 每 个 整数 都 与 {0, 1,…,m 一 1} 中 一 个 数 同 余 , 册 以 
每 个 歼 数 只 属于 4,, 41， 4 中 的 一 个 。 车 ZE 4d; 且 (2 2} 
=1， 那么 4; 中 哟 任意 元 素 !9 都 必 有 (ym) = 1。 这 是 因为 z， Y 
E Ast=ymod om ,好 w= y+Em， 即时 (y 0) =G 央 必 有 oz。 
再 外 gj 和 知 @(z)。 而 (zz op)=1,， 从 而 (ora)= 避 = 1 

行 2E4 有 (0)》 =T 出 知 44, 是 与 m 互 素 的 辐 余 类 。 与 4 
互 尝 的 辣 余 类 个 数 记 为 $B(mp), 称 为 欧 拉 函数 。 

定义 2.6 宕 每 个 与 %w 互 案 的 局 余 类 中 取 一 个 元 案 作为 代 
这 放 在 一 起 构成 的 线 合 {7 ，72，…， Tscm)} 则 做 寞 的 缩 系 。 

例 1 {0,1,2,3, 4, 5} 是 模 6 的 完 系 ， 六 个 同 余 类 4, = {6K 
+2|#EZ},0<6<5 中 441,45 是 与 6 互 素 的 同 余 关 , 故 史 6) = 2。 
{1,5},{7, 一 1} 都 是 模 6 的 缩 系 ， 

实际 上 ,把 {1， 2，… ,mm 一 1} 中 与 mm 互 索 的 数 放 在 一 起 就 恰 
好 是 模 mw 的 一 个 绒 系 ， 乡 (mw) 就 是 不 超过 m 目 与 mr 互 素 的 正 整数 
个 数 。 不 难 验 证 .$C2)=1,@9(3)= (4)= (6)=2,8(5)= 四 (8) 
= 4，$(7) =6。 我 们 规定 (1) = 1。 显 然 对 于 素数 p，$(p)=p 
一 1 
3 引 理 2.1 已 知 (e, mm) =1。 若 {fz， wa，…， 0] 是 模 交 的 完 
系 , 则 {awi, gws，…，azxm} 也 是 模 m 的 完 系 , 才 {71 72， Sy Tatm)} 
是 模 澡 的 缩 系 ; 则 { an a72，… ,QTrocn)} 也 是 模 m 的 缩 系 。 

.证 明 {ois 人 29 “9 wn] 蚌 模 m 的 完 系 ， 由 其 定 义 知 了， 
Wi 大 2y(mod my)。 如 果 aw 三 awy(mod m), 出 于 C8, m) =1, 推出 
必 有 v4 三 Wy(mod m))， 这 与 {v1, wo，… ,Ln]} 是 模 mm 的 穹 孙 予 盾 
由 此 澡 出 ew， azs，… ,az,, 是 两 两 模 m 碟 不 同 余 的 mm 人 1 个 元 素 , 吕 - 
们 正好 构成 一 个 烧 %% 的 完 系 ， 
[2 是 模 ,mm 的 风 系 , 南 其 定 多 请 (ri ma) = 1， 
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1 志和 二 $(m)， 并 且 j 汪 了 7 天 ?jy(mod m)。 有 认 (7,, mm)=1 和 (a， 
m) = 1， 根据 推论 2.2 知 (art 名) =1。 前 面 已 经 证 明 过 4 天 9 
C0; 甘 QImOd 和 2)。 Gyiy eros QTacm) 恰 是 网 (个 与 加 五 素 且 
两 两 模 m 不 同 余 的 元 素 . 它 们 恰好 构成 模 m 的 一 个 缩 系 。 证 毕 。 


2.4.2 欧 拉 定理 与 费 尔 马 定理 


定理 2.11 《〈 欧 拉 定 更) 
如 果 ( 人 co) = 1; 则 art" 二 1(mod mm)， 
证 明 ”到 一 个 模 m 的 缩 系 {Yi1,72 py To 。 当 (cy oa) =1 
时 .{ari，cra…yorya} 也 是 模 和 的 缩 系 。 任 选 一 个 ”， 必 存在 
一 个 使 7, 圭 arj(mod mm) 并且 不 同 的 下 标 纪 对 应 不 同 的 下 标 
7?。 由 此 得 出 
TIT Tm) = FAT gm 
=a rr rm)y (mod om), 
由 于 人 fy m) = 1,1 志 6 碾 $(m)， 根 据 推论 2.2 知 
CT Tm) Me) 1, 
从 前 式 立 即 推 出 
a=1(mod m), 
证 些 。 
在 定理 2.11 中 到 m 为 素数 Pp，(4,p)=1 就 是 pta, 中 (Pp) 
=p -1。 从 而 得 到 费 尔 马 定理 ,p 为 率 数 且 Pf a4, 则 
gr =1(mod p). 
若 ple,4= 二 0(mod 7), 则 显然 成 六 三 &’7no0d Pp) ,而 当 p4a 
讨 ， 从 费 尔 马 定理 知 gr"T=1(mod 02)。 再 由 辣 父 式 性 质 6°, 仍 成 
立 a? 二 a(mod p)。 所 以 ,对 于 任何 a 都 有 Qa” 直 imod p), 其 中 多 
是 素数 。 


2.4.8 计算 欧 拉 函 数 
引 理 2.2 了 为 素数 .对 一 切 正 整数 md 入 ) = p" (D-1)。 
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证 硼 ”小 于 等 于 入 的 数 共 有 罗 个 ,其 中 与 他 有 公 因 子 2 的 
数 是 p, 2p,…,p”p, 一 共有 p'” 个 。 那么 与 2 无 公 因 子 史 的 ， 
即 与 p” 互 素 的 数 共 有 入 一 2 = Pp”"(p 1) 个、 证 毕 。 

定理 2.12 当 (m, nn)=1 时 , $mn) = $m) 由 (Ca)。 

证 明 $Cmm) 是 小 于 等 于 mn 且 与 mm 互 素 的 正 整 数 个 数 ， 
下 面 把 所 有 小 于 等 于 mm 的 正 整 数列 成 一 个 方 阵 

1 m+tl 2m+1 … Cn-l)m+l 

2 m+2 2m+2 1 {n-l)m+2 

3 m+3 2m+3 1 (nn~-l1)m+3 


m mtm 2m+tm {fn -lm+m, 


车 (yy)=4>1, 那 么 7 所 在 行 的 全 郭 元素 十， 2mm 十 人， 
(mn -1 和 + 的 与 mn 有 公 因 子 g。 由 此 可 知 , 与 0 百 素 的 数 只 
能 在 Cm,r?)= 1 的 $C(m) 行 中 寻找 ,而 当 Gm,7)=1 时, {7, m7 
2 1m+7} 是 rw 元 集合 ,并 且 两 两 模 nni 洛 向 余 . 它 
是 模 羔 的 完 系 。 在 一 个 模 盖 的 完 系 中 有 出 (m) 个 数 与 m 互 素 . 而 
该 完 系 中 每 个 数 均 与 mx 王 素 ， 从 而 它 里 而 有 %(2) 个 数 与 mm 互 
素 。 
从 上 分析 得 到 由 (orma) = 由 (加 ) 2。 证 毕 。 
若 人 ay na)=1， 满 足 六 mm) = flim)f(n) 的 函数 称 为 积 性 驮 
数 。 欧 拉 函 数 由 是 积 性 函数 。 从 定理 2.12 不 难看 出 。 洲 闲 的 素 
因子 分 解 式 为 n= Pip2…p 于 , 划 
$= pp Dp pe D=n(1- 2 )(1- i ). 
Dl 
例 1 求 239 除 以 341 的 余数 。 
解 341=11.31。 由 欧 拉 定理 知 2"=1 (mod 11) 2 三 
(mod 31)。 
230=(21)3%=1 (mod 11) ， 
2340 三 (230)11.210=210 = (25)2=1 (mod 31) ， 
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即 23 蚌 下 面 线 性 同 余 方程 组 的 解 ，。 
vw 三 1 (mod 11) 
vw 三 1 (mod 31)。 
解 得 ww 三 1(mod 341), 即 23 二 1(mod 341)。 
本 例 说 明 费 尔 马 定 理 的 逆 定 理 不 成 立 ,233 二 1(mod 341), 但 
是 21340。 
例 2 解 9r=7(mod 13)。 
解 13 是 素数 ， 由 费 尔 马 定理 知 32=1(0mod 13)。 
4 三 312.w=310.94% 王 310.7 运 (13 一 4)5,7 三 (一 4)5.7 
三 (13+3)*( 一 28) 关 9( 一 22) 三 8 {mod 13)， 
% 圭 8tmod 13) 是 该 方程 的 解 。 


2.4.4 不 尔 逊 定理 


威尔逊 定理 给 出 了 判定 囊 数 的 充 要 条 件 。 为 此 先 给 出 两 个 引 
理 。 
引 理 2.8 ww 二 1C(mod p) 怕 好 有 两 个 解 = 三 1,p--1(modp)， 
证 明 必 三 1(mod 2) 是 二 次 同 余 方程 。 设 > 是 其 解 ，92 -1 
六 0(imod 2), 即 pr+l)Gr 一 1) .这 里 有 两 种 可 能 ; 若 Bl(r+1)》， 
则 r= 三 p-1Cmod p); 车 Br-1)， 则 7 二 1(mod 07。 证 毕 。 

” 引 理 2.4 2 为 奇 罕 数 ,a' 农 示 贱 性 同 余 方程 a2 二 1(mod 2) 
的 解 。 这 里 c 可 以 到 值 1, 2,…，p 一 1。 当 a 关 b (mod p) 时 ，at 
关 b(mod p), 若 w'=almon p), 则 a=1 或 p-1。 

证 明 由 于 4 取舍 于 红 ,2,…,p 一 1},(a,p)=1，。 方 程 aw 关 1 
(mod Pp) 恰好 有 一 个 解 2。 假 若 w' 三 56'(mon 2)， 在 同 余 式 两 进 
同 乘 a8,ao'b==ab’b(mod p). 因 ga'==1(mod p02!'=1(modp), 
推出 a=6(mod p) .从 而 当 & 关 3(mod p) 时 , 必 有 a' 兰 b'(modp)， 
又 车 4' 震 a(mod 2), 同 余 式 两 边 同 乘 c, 有 go 三 1(tmod p)。 从 可 
理 2.3 知 c=1(mod p) 或 4 三 p~1Cmod p)， 证 毕 。 

定理 2.19 〈 威 尔 逃 定理 ) 2 为 素数 当 且 仅 当 (p 一 1)1= 一 1 


“31 。 


(mod p). 

证 明 2p 是 素数 .。 当 p=2 时 , 显然 (2 一 1)1= -1 (mod 2). 
当 p>2 时 .由 引 理 2.4 知 & 取 值 于 集合 {2,3,…,p 一 2} 时 ， 存 在 
0' 去 g 且 aa' 三 1(mod p)。 当 a 取信 不 同时 禄 应 的 a 也 是 不 同 
的 ,从 而 2,3,…,p 一 2 这 p 一 3 个 数 可 以 把 4g 与 o' 组 成 一 对 ， 即 

3°…(p—-2)=1 (mod »); 

(Pp—-1)!=(p-1).2.3.…(p-2)=p-1=-1 (modp), 

皮 过 来 ; 已 知 (n-1)1 三 -1(mcd n). 令 a 是 n 的 因子 且 
4 产 7. 由 nln 一 D1+1), 得 到 al((n 一 1)1+1) .显然 s(n 一 1)1， 
闻 是 all。 出 此 推出 ea= 1。 这 说 明基 除了 自身 之 外 只 有 因子 1， 
是 素数 。 ， 


2.5 整数 的 因子 及 完全 数 


nn 为 正 整数 ,4(n) 寄 示 nn 的 正 因 子 数 ,o (mn) 表示 % 的 正 因子 之 
和 和。 显然 
dln) = 之 on)= ad, 


车 n= 和 202 那么 02028210< 六 < 上 1<i<5 是 m% 的 
正 因子 。 每 个 f, 有 e+1 种 不 同 的 政 值 ,从 而 多 有 (el +1) (la+1) 
《+1) 个 正 因 于 ,好 

Cn) = (+ +1). (+1). 

sn) = 馆 ， 2 人 0 和 2 


1< 了 


1g 
= opp (pt ) 
1 


| 


it 工 ,Pel1., 2Ditt 1 
Pi~l Pp2—1 ps—1 


不 难看 出 , 当 Cm,n)=1 时 ,oUtmn) = glm)vo(n), d(Cmn) = d(m) 
"Qn), 即 dd 和 oa 均 是 积 性 函数 ， 

定义 2.7 下 整数 为 完全 数 当 和 且 仅 当 nn 等 于 除 自身 之 外 的 
正 因 子 之 和 , 见 oCn) = 2x。 

”例如 6=1+2+3, 28=1+2+4+7+14, 6 与 28 是 完全 数 。 

对 于 和 完 念 数 已 泽 得 到 了 很 好 的 结果 ， 

定理 2.14 ”为 素数 。 如 果 2? -1 局 是 素数 ,网 2”1(2? 一 1) 
是 完全 数 ， 

证 明 wp 与 2*~-1 邦 是 索 数 ， 册 于 2?"1<2?-1， 知 (27-1， 
2”-1)=1。oa 是 积 往 函数 且 


ap-1y _ 27—1] _ 
og( 27™1)= 2 21, 


o(27—1)={27—1)+1= 27, 
gn) = ag(21027 -1))= go(21)o(2?7—1) 
= (2 1—1).27= 2n, 
它 说 明 2”1(2”-1) 是 完全 数 ,证 毕 。 
定理 2.15 ?是 一 个 偶 完 全 数 , 必 有 n= 2?-1(22-1)， 其 中 

PP 和 27 一 1 均 为 窒 数 , 

证 明 % 沁 个 究 全 数 ， 可 以 表示 成 n=2*mmx, 其 中 24+m， 
之 1。 根 据 完全 数 的 定义 a(m)= 2x, 即 

2itlom = ao(2r mm) = go(2) om) = (2 1 (Cm +17), 
和 解 出 mw= (2 一 1) 必 ， 这 里 7 是 mm 的 小 于 mr 的 因子 之 和 并 且 ? 
本 身 也 是 mx 的 因子 ， 记 以 只 能 1=1。 从 而 r= 2 二 1，o(m) 
= mm 十 1。 这 说 明 m 是 素数 。 俱 设 训 +1 不 是 素数 ,f+1= Cc:8，m 
= 2 = + 工 ) ,这 与 m 是 
素数 矛盾 , 故 不 可 。 名 +1 为 素数 p, 综 上 分 析 知 %= 2?-1(2? 一 1)， 
其 中 p 和 2 -1 均 是 素数 。 证 毕 

形 如 2? -1 的 素数 叫 作 Mersenne 数 , 直 到 1985 年 找到 的 最 
大 Mersenne 数 为 2216091 一 1。 
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2.6 原 根 与 指数 


本 节 我 们 要 解 同 余 方程 w” 寺 ce(mod m2)。 当 (ce,m)=1 时， zt 
是 澡 三 eC(mod mm) 的 一 个 特 解 ， 而 yy 是 w= 三 1(mod m) 的 解 ， 则 
f 三 ywo(mod mp) 是 wr 三 co(mod mm) 的 解 。 反 过 来 作 三 ec(mod mm) 
的 每 个 解 都 可 以 写成 yw 形式 ， 直 中 是 2 三 1(m0d mw) 的 和解 
所 以 ， 解 同 余 方 程 w* 二 ce(mod m)， 只 查找 到 一 个 特 解 ze， 并 用 
to 生 以 #7” 三 1(mod 澡 ) 的 全 部 解 就 得 到 了 ww" 三 ce(m0d mm) 的 全 部 
解 。 

下 面 我 们 就 来 研究 xz” 尘 1{mod mm) 的 解 。 为 此 引进 险 ， 原 根 
及 指数 的 概念 。 


2.6.1 a 模 m 的 出 
当 (9,m) = 1 时 ,考虑 集合 
4={nln€EZ Ha”=1(mod m)), 

由 欧 拉 定理 知 $Cm)E 4 且 $(m)>>0。 那 么 集合 4 中 一 定 在 在 
最 小 正 整 数 ?。 集合 4 显然 有 如 下 性 质 ， 

1° 车 us nz 4， 风 nn 土 nsE A。 

2” 若 pEd,cEZ, 则 cnzE4。 
3” 集合 4 是 由 了 的 整数 倍数 组 成 的 , 并且 只 有 这 些 整 数 们 
数组 成 的 , 即 4= {%:VjkEZ}. 

我 们 称 了 为 & 模 和 的 阶 。 由 集合 4 的 性 质 知 , 当 (cy ay=1 
时 ,a 模 m 的 阶 为 那么 对 每 个 满足 w* 二 1(mod mm) 的 整数 n 绝 
有 ?iln。 和 特别 地 , 淖 $8(mm)。 不 难看 出 2”! 三 am(mod mx) 当 且 人 私 当 
RnR1=na(mod b), 


推论 2.7 敬 (@,7m) = 1,? 为 2 找 和 的 阶 , 则 a* 机 以 的 阶 为 


证 明 ”首先 看 满足 ta*)! 三 1Cmod oo) 的 子 应 具有 什么 性 质 。 
从 集合 4 的 性 质 知 引 Fb: Y 即 


TT m5 eB 二 Wh 小， 


2.6.2 原 根 


定义 2.8 若 (1,m)=1 且 9 模 mm 的 阶 为 上 me)， 则 称 9 为 
摸 的 原 根 : 

例如 2 是 模 .5 的 原 根 ,4$(5)= 4,2: 三 1(mod 5)，3 是 横 7 的 
原 根 , $(7) = 6, 35 二 1(mod 7)。 但 并 不 是 所 有 m 都 有 原 根 。 例 
如 2m= 8, 省 (8) = 力 (23) = 4.{1, 3，5，7} 是 模 8 的 缩 系 , 而 1 模 8 
的 阶 为 1; 3,5,7 模 8 的 阶 为 2。 任何 与 8 互 素 的 数 均 与 且 仅 与 
{1,3,5,7} 中 的 一 个 元 素 模 8 同 余 , 故 其 模 8 的 阶 与 该 元 素 相同 。 
-由 此 可 知 正 整 数 8 无 原 根 ， 

取 0< 了 了 入 区 (wm) 一 1 和 六 显然 9' 玫 gi(m0d m), 199，91， 

-，9# 1!} 攀 成 模 的 缩 系 。 也 就 是 说 ，g 是 模 和 的 原 根 ， 每 

个 与 m 互 素 的 a 均 与 且 仅 与 某 个 5 模 mw 同 余 , 其 中 0<i<$(m) 
一 1。 模 mm 的 原 根 都 在 {gg …，g*" 中, 著 (1, $Cm))=1， 
则 9 也 是 模 mm 的 原 根 . 

下 面 接 下 去 讨论 哪些 数 有 原 根 。 其 结论 是 所 有 的 素数 2 都 有 
原 根 ,大 和 根 个 数 为 加 (p 一 1)。 为 此 先 给 出 两 个 引 理 ， 

引 理 2.5 若 .zc) 是 次 时 系数 多 项 式 ,F(z) =0(modp) 宣 
多 有 ”个 解 。 
” ”证明 jz) 是 nm 次 整 系数 密 项 式 ， 玫 zz) = aaa danaer 
+ 二 go 其 中 ay 才 0(mod 9) .对 f(s) 的 次 数 交 进行 归纳 证 明 。 

当 有 =14 了 时, gz +g0 夺 0(mod p} 且 a 关 0(mod pp), 由 定理 
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2.7 知 该 线性 同 余 方程 有 唯一 解 。 命 题 成 立 。 假 设 mn= 下 时 ，cacr 
+azia 十 二 cos0(mod 0 至 多 有 有 个 解 。 现 9= 天 +1。 如 时 
f(z) 二 0(mod 0) 无 解 ， 显 然 命 题 成 立 。 如 果 f(4%) 三 0(mod 2) 至 
少 有 一 个 和解 +, 即 f(7) 三 0(mod 2)， 
f(r) 三 Faz) 一 77) 
= gam Far 一 人 十 和 二 CI 一 个) 
=(x-r) gis) (mod py， 
其 中 a1 才 0(mod p),g(zw) 是 次 整 系数 多 项 式 。 f(z) 二 (vw 一 ?) 
ffz) 址 0(mod p) 的 任意 解 s 使 {8-7)g(s) 二 0(mod wp)， 苔 s 三 7 
(mod 7) 或 gls) = 0(mod p), 也 就 是 说 s 或 是 7 或 是 gl(s) 志 0 
(mod p) 的 解 。 由 归纳 假设 知 后 者 至 多 有 个 解 , 所 以 了 (wv) 至 多 
有 +1 个 解 。 命题 对 n= 上 +1 也 上 成立， 证 毕 ， 
引 理 2.6 车 nn 宕 1， 则 立 4(2) 一 mu， 


证 明 由 dla 知 所 |n。 故 习 42)= 6(3)。 


考虑 集合 C4, 其 中 4 是 % 的 因子 。 
Coa={mlli<m<n m,n)=a} 


= {mli<m<n 且 (人 ， 员 )=1)， 
显然 1C3| = 罗 ( 寻 )，{1,2,…,n} 中 每 个 元 素 均 在 昌 仅 在 一 个 C8 
中 ， 从 而 : : 
n= DCal= DH (SE)= L$). 


证 上 毕 。 

例如 n=6,n%n 的 因子 分 别 为 1,2, 3,6。 集合 C={1,，5)， 
C= {2, 4}, Ca= {3}, Oe= {6}. 

定理 2.16 7 为 素数 ,|(D2=-1)。 那 么 模 ? 阶 为 的 数 答 好 
有 #2) 个 。 

证 明 ”对 于 每 个 11(D-1)， 令 模 p 阶 为 ?的 元 泪 个 数 记 为 
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wt2)， 邵 果 对 荣 个 1 不 存在 模 z 阶 为 1 的 元 素 , 那么 业 (1) =0。 
如 果 存 站 4&, 4 与 p 互 索 且 4 模 p 阶 为 1, 即 a 二 1(mod p)。 在 集 
仓 {eo, 01} 中 ,由 于 各 个 元 素 的 指数 模 ?不 同 余 ， 所 以 这 
些 元 素 均 模 p 不 同 余 。 而 对 于 0<6<1 -1 

(Ca):= (4):=1 (mod Sk 
coal al 的 是 wi’ 三 1(mod 5) 的 解 。 起 据 引 理 2.5, 该 同 余 方 
程 至 多 有 i 个 解 ， 这 说 明 ce" ,al Qa! 是 它 的 全 部 解 ， 从 推论 
2.7 知 a 模 p 阶 为 了 当 且 仅 当 (2= =1，{0,1,…,7-1} 中 有 
和 (7 个 与 了 互 素 的 数 , 所 以 {ao,el, ,a !} 中 有 中 (四 个 模 Pp 阶 汶 
的 数 ， 即 水 (7 = 由 ( 疙 ， 综 上 知 ， 对 任何 引 [2 ~1) 均 成 立 烛 (了) 
<$(L), 

另 一 方面 ,根据 费 尔 马 定理 (&, 2?) = 1，cz 1=1(modb)。 若 
c 模 2 的 阶 为 到 则 必 有 引 (2=-1)。 满 足 该 条 件 的 gc 至 少 有 2=-1 
个 。 由 前 画 假 设 光 (了) 是 模 p 阶 为 二 的 元 素 个 数 。 再 由 引 理 2.6 得 
到 
也 vs)p-1-= cD) 


ltn—1y 

并 推出 (DD) 之 $2)。 : 

最 后 得 到 水 (2)=$(， 即 模 p 阶 为 了 的 数 恰好 有 中 (12 个 。 
证 毕 ， 

特别 取 7=$(p), 模 p 阶 为 g(2) 的 元 素 个 数 为 由 (的 (2)) 
= 由 (D-1I)。 这 说 明 有 上 几 (2-1) 个 模 2 的 原 根 。 例 如 37 是 素数 ， 
它 的 原 根 数 为 

由 (由 (37》) = B36) = B22)p3) 
| =21.(2—1).31(3—1)=12. 

通过 简单 计算 知 1 是 2 的 原 根 ,3 是 4 的 原 根 ,可 以 证 明 , mm 有 原 
根 当 且 仅 当 m= 2, 4, 全 ， 2.2 其 中 2 是 奇 素数 ， 五 为 正 整 数 。 
再 次 说 明 8 没有 原 根 ， 
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2.6.3 指 至 


设 g 为 模 p 的 原 根 ,{g?, g1,…, 9”*} 汶 模 Pp 的 编 系 。 对 每 
个 整数 rn, 车 tn, ZT)=1， 则 存在 mw,，0 三 m 三 p~2 上 使 得 nn 三 g” 
(mod 2 成 立 。 我 们 称 mr 为 n {对 于 原 根 的 的 模 2 指数 , 并 记 为 
ind om。 

车 有 i 使 4 二 gmod p) ,而 ng Po” (modp)， 所 以 71 涯 
ind, rn(mod p— 1)。 

模 少 指数 有 如 下 性 质 ， : 

1°” p+ab, indos 6=ind,& +ind, btmod p—1), 

2° n+, ind, a'=iindy ¢(mod pp—1), 

这 些 性 质 从 指数 的 定义 很 容易 证 出 。 不 难看 出 模 2 指数 与 对 数 函 
数 有 相 类 似 的 性 质 ， 

定理 2.17 若 (n,p) =1,9 为 模 Pp 的 奢 根 , 财 同 余 方 程 * 二 n 
{mod p) 有 解 当 且 仅 当 (%, p 一 1)|ind, rn。 当 条 件 满足 时 ， 该 方 
程 有 (%, 2 一 1) 个 解 。 

证 明 令 yY=ind,xw，w 汪 gr*(mod p': 代 入 %* 寺 nl(mod p), 得 
到 gg" 二 g "(mod p)， 好 VV 二 indy rn(mod p-1)。 该 方程 有 
和 解 y 当 且 仅 当 (%, p11)1indo %*, 并 且 条 件 满足 时 有 (X, p-1) 个 
解 。 它 们 是 

yy Ya ywWitp 1 (mod p~1). 
那么 必 寺 gr,g OCTIOd p) 是 懂 二 nn(mod 7p) 的 解 , 证 
毕 , 

例 1 解 同 余 方程 zs=3(mod 11)。 

解 ” 查 原 根 指数 表 知 11 的 最 小 原 根 是 2, 3 对 于 原 根 2 的 模 
11 指 数 是 8。 令 y=indsz, 先 解 8.yEinds3=8(mod10)。 因 
《8,10) = 2, 该 线性 同 余 方 程 有 2 个 模 10 不 同 余 的 解 ,它们 是 

VE 三 1,6 (mod 10), 
由 此 得 到 w= 二 2!, 25 二 2, 9(mod 11)， 它 们 是 zs 去 3(mod 11) 的 


» 38» 


解 . 
例 2 解 线性 同 余 方 程 5%=7(mod 11) 
解 由 57=7(mod 11), 以 及 11 的 最 小 闷 根 为 2 记 


inds。 5+ inds windo 7 《mod 10)。 


从 原 根 指数 央 知 ipdz 5= 4, inds7=7， 代入 上 式 得 到 inds “二 3 
(mod 10) ,让 %==8(mod 11) 是 原 同 余 方程 的 解 。 
例 3 和 解 问 余 方程 2 二 3Cmod 143) 。 
解 因 143= 11"13， 要 解 2 二 3(mod 143) 就 是 要 解 同 余 方 
程 组 
(mod 11) 
=3 (mod 13), 


由 创 工 知 巡 二 3(mod 11) 的 解 为 2=2, 9(mod 11)。 有 用例 1 中 的 
方法 解 出 x 二 3(mod 13) 的 解 为 2 二 4, 6, 7, 9(mod 13)。 
下 面 求解 
1 (mod 11) 
w= {mod 13),， 


其 中 &=2,9,3= 4, 6, 7, 9。 求解 方法 存 2.3.4 中 已 详 述 过 , 这 
里 只 给 出 结果 %*= 13.6- +11:6.5(mod 143)。 代 入 ga,8 的 值 ， 
得 到 
v= 土 9, 土 20, 十 35, 士 46 《mod 143)， 

目前 对 给 定 素数 p 如 何 求 出 黎 p 的 原 根 尚 无 一 般 的 方法 。 
另外 ,给 定 一 个 整数 4, 它 是 哪些 素数 的 原 根 也 没有 一 般 的 方法 。 
在 使 用 时 可 在 一 般 的 数论 书 中 查 到 小 素数 的 原 根 及 相应 的 指数 
表 。 表 1 给 出 50 以 内 的 素数 的 最 小 原 根 及 相应 的 指数 表 。 该 表 
中 第 一 行列 出 50 以 内 的 全 部 素数 p, 第 一 列 是 正 整数 wm。 素数 2 
相应 列 中 数值 为 1 的 元 素 对 应 的 n 值 则 是 该 素数 的 最 小 原 根 g， 
该 列 的 其 它 元 素 则 是 indv n。 
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安 1 案 数 三 ( 委 50) 的 最 小 原 根 和 指数 训 


科 
NA Pp 1 
se 3 5 7 1 131719 2 2 3 37 和 43 47 
TT OD ys 0 0 6 6 0 a 1°70 
2 | 11 1 11 1 2 121 1 2 27 18 
3 3 8 4 1131 5 126 15 1 20 
4 | 2 2 212 2 4 218 2 12 12 36 
5 | 5.4 9 516 J 2220 23 2 25 1 . 
6 9 5 1 14 18 6 25 27 1 .23 38 
7 | 7 11 11 6 19 12 28 32 39 35 32 
8 | 3 310 3 6 12 3 38 39 8 
9 | 6 8 2 81010 216 30 240 
S30 Sd 5 1 317 3 23 1 24 8 10 19 
: 7 7 12 9 25 83 30 3 30 7 
15 6 13 13 20 7 1 28 27 13 10 
13 4 5 1418 11 11 31 32 1l 
14 9 7 21 13 22 33 25 20 4 
.15 _ | 6 11 17 27 21 13 37 26 21 
16 § 4 8 4 6 4 24 21 26 
7 10 7 21 7 733 38 区 
18 9 12 11 26 17 16 29 12 
]9 15 9 435 9 19 45 
29 | a 5 24 8 25 34 37 37 
21 13 17 29 22 i1 38 6 
22 | 11 286 17 31 29 15 25 
23 20 27 15 36 16 5 
24 | 8 13 29 13 40 2 
25 13 10 10 4 8 2 
26 19 5 12 17 17 29 
27 15 3 6 5 3 14 
28 14 16 34 11 5 22 
29 9 21 7 41 35 
~、 .30 15 14 23 11 39 
3i 9 28 34 3 
32 5 10 9 44 
33 20 18 31 27 
34 8 19 23 34 
.5 _ 19 21 18 33 
35 “| 18 2 11 30 
37 | 32 7 42 
38 | 35 4 区 
39 6 33 中 
40 20 22 9 
四 1 6 15 
42 21 24 
43 13 
44 43 
45 四 41 
46 23 


习 题 


1， 证 明 : 

(1) 水 上 pb, GD 出 (ap) =a, 

(2) ({9; 6), 08) (Ca, 5). 

2,， 证 明 : 

(1》 对 所 有 n> 成 立 (24,n 十 1) 二 1， 

(2) 当 >0 有 时 ,ns nF 可 取 什 乏 什 ? 

3. 求 了 和 2 法 得 

{1》 314 之 十 15934 一 1。 

(2) 3141z+1592 一 ]， 

4。 证 明 : 对 于 所 有 xn 二 0, 有 61(23 一 %)。 

5. 有 证明 ; 小 对 于 吉 个 加 有 有 10|(3z 二 1)， 风 对 所 有 n 守 0 了 01(3mt4n 1) 

6， 求 2345 及 3456 两 个 数 间 素数 分 解 式 。 

了. 证明; 当 有 >0 时 ;nfn 十 队 决 不 会 尼 一 个 半 方 数 。 

8， 令 多 二 61 -FL， 证 明 % 二 1; 十 2; 3 十 3; 十 #4 均 为 合 数 ， 

9. 求 下 列 方 程 的 所 有 整数 解 

(1) z+y=2. 

{2) ?z+y=2, 

(3) 15z 十 162% 一 17， 

10. 求 下 列 方 程 交 名 整数 解 

(1) 6z 一 154 一 51。 

(2) 6 十 15y 一 51， 

11. 用 30 张 球面 入 为 5 分 ,1 角 ,2 角 5 分 的 纸币 , 热 5 元 绕 。 问 有 多少 种 不 同 的 
总 换 方法 人 

12, 某 人 用 0.59 元 买 了 革 果 如 桔子 共 12 个 。 每 只 苹 黑 比 每 只 车子 贵 3 分 钱 , 买 
此 革 黑 数 多 于 桔子 效 。 问 他 苹果 和 精子 各 买 多 少 个 

13, 洪 k=1Cmod 4), 问 4 十 5 模 4 问 余 儿 ? 

天 ,证 明 : 每 个 大 于 3 的 素数 横 6 或 同 余 1 或 问 祭 5. 

15. 证 明 , 入 维 的 王 个 立方 数 之 差 决 不 能 被 3 占 除 . 

]6. 证 他; 若 一 个 整数 的 各 位 数字 之 和 能 被 3 些 除 ， 那 么 该 数 也 能 被 3 整除 。 

17. 证 河 : 

(C1) 16r=(— Dmod 11) 天 =D，1，2， 

《2) 接 出 一 个 整数 能 被 3] 整除 的 判别 法 ， 


4 有 4] « 


18。 
(1) 
{2) 
(3) 

4) 
19, 
(1) 


{2) 


03) 


{4d) 


~ ry 
D3 i 
ne 


{1) 


解 下 列 线性 同 示 方程 : 
27=] (mod 17). 
37=6 (mod 18), 
4r=6 imod 18), 
3r=1] (mod 17)。 
解 了 列 问 祭 方程 组 : 
z=1 (mod2) 
jel 《mod 3), 
gs=3] {mod 41) 
T=9 (mod 26)。 
z=1 (mod2) 
z=1 {mod 3) 
=f mod7), 
2x=1 (mod5) 
37=2 (mod?) 
4x=1 (mod il) 


， 试 求 同 时 满足 如 下 阅 条 赐 求 的 正 整数 wz，3， 8 


它们 分 别 委 以 3，5，? 记得 生 积 模 20 的 宗 数 是 公差 为 1 的 算术 级 数 ， 
它们 分 别 等 以 3, 5, 7 所 得 科 和 猴 除 以 20 得 到 前 商 分 别 等 于 《1 中 祖 应 的 剑 


。 求 满足 2Jp，31(2 二 1) ,d(x 十 2) 510% 二 3 61(2 十 贞节 景 小 整数 风 (>2)。 
， 讨 算 几 (422 :网 (42 人 0 ， 凡 (4200)， 

. 小 于 18 且 与 18 瑟 素 的 正 整 数 是 哪些 ? 当 炽 =18, 4 一 5 了 时， 验证 引 理 2.1。 
， 轧 为 素数 ，( 知 ， 4) 二 ps 问 四 (nm) 与 $6(92)$(n) 之 间 有 什么 关系 人 

。 证 明 ; 


部 黑 86[x， 则 C4) < 


如 果 n 一 各 十 1 均 为 天 数 , n>4, 则 $n) < 全 。 


验证 142 一 $3), 143 一 $41112+3+4= 训 $05) ;1+5~ 人 (6)， 


1+2t31415+6= T7807), 1-F3+5+7— B668). 


(2) 
(3) 


2 
挫 想 一 个 定理 。 


证 组 你 的 定理 ， 


® A2 人 


27，314153 除 以 7 的 余数 是 多 少 ? 

28、7855 的 末 位 数 是 什么 ? 末 两 位 数 是 什么 ? 

29. 3 为 素数 。 证 明 : 对 非 负 整 数 上 (+TI1)2 一 2s1mod 9p)， 并 由 此 推出 费 尔 
蕊 定理 。 

30. 假设 是 一 个 音 袁 数 ， 证明: 

(C1) 1P-1 二 2D-I 十 … 二 (0D 一 23 一 一 I {modp), 

(2) 12 十 22 二 十 (2 一 1 一 0 (mod p). 

31, 计算 42(42), 24(420), d(4200) ,oa(42), ao (420), o(4200)。 

32. 求 具有 60 个 因子 的 数 m(<100， 

33， 证明 


产 言 =o()， 
34. 证 明 所 有 的 伸 完 全 数 以 6 或 8 结尾 ， 
35. 沙 ” 为 俩 完全 数 ,4>6， 证 明 % 一 1(mod 9)。 
36, 证明 


Do Dp) + Batp. 
en PZ PS 


37， 求 2， 4;7,8;11, 13, i14 模 15 的 阶 是 多 少 ? 
38. | 
{1) 算出 关于 原 根 2 的 最 小 指数 表 (mod 29)， 
(2) 利用 此 袁 解 9x=2{meod 29) . 
(3) 利用 此 表 和 解 z9=2(mod 29). 
”39. 僻 457 江 =1 (mod 10021)》 对 不 对 ? (这 里 457，911 都 是 染 数 ，10021 
="11:911), 
”40, 求 37 的 12 个 原 根 . 
41. 证 明 : 若 p, g 为 疝 囊 数 , gl(a? 二 1) , 则 有 gl1(at1) 或 g12kp 十 1， 其 中 尼 为 
其 个 整数 . 
42, 证 明 : 洲 a 模 懈 的 阶 为 3 则 as+I 模 2 的 阶 为 6。 


3 映 射 


3.1 映射 的 基本 知识 


定义 3.1 设 4 和 B 是 任意 两 个 集合 ,如 果 有 一 个 确定 的 
规律 (或 法 则 ) f, 它 把 集合 4 中 的 每 个 元 素 4 都 对 应 成 集合 的 
叭 一 确定 的 元 素 5, 则 称 这 个 规律 ( 或 法 则 ) 了 为 从 集合 4 到 入 


合 也 的 一 个 映射 ,表示 成 f: 4 或 4 一 > B. 

定义 3.2 如 果 元 案 aE4d 经 过 映射 了 变 成 元 守 3&8， 网 记 
成 fl(o)=5 或 了 f. 2->D, 称 2 为 元 案 4 在 映射 了 之 下 的 旬 ， 或 者 到 
做 映射 了 在 4 点 的 值 , 而 < 唔 2 的 原 象 。 

从 映射 的 定义 看 到 ,集合 4 中 每 个 元 素 在 映射 了 + 的 作用 下 均 
有 和 象 并 有 具象 是 唯一 的 .集合 召 中 的 元 素 可 能 没有 原 象 。 集 合 4 中 
的 不 同 元 素 可 能 有 相同 的 象 , 而 集合 中 中 的 不 同 元 素 的 原 驼 必 是 
集合 44 揭 不 同 元 素 。 

如 果 4 和 五 都 是 通常 的 数 集合 ， 那 么 从 集合 4 到 集合 了 的 
映射 就 是 普通 的 函数 ， 可 见 ， 映射 的 概念 斌 中 函数 概念 的 推广 。 
若 4 本 身 是 一 个 积 集 , 4= dix 4sXx… x 4;; 了 是 从 集合 4 到 集 
合 如 的 上 映射, 元素 (al Ca， an) 其 中 ciE 4 1<i<n; 在 映射 
了 之 下 的 象 记 为 f(a1, az，…，co)EG 了 3B， 它 是 相当 普通 的 多 元 男 
数 。 

设 f, 4B, flo) = 83。 我 们 说 (4，8) EF 了 ,也 就 是 说 ,把 觅 射 
了 泪 成 是 让 全 部 原 象 与 象 构 成 的 有 序 二 数组 组 成 的 集合 。 从 而 映 
射 了 + 是 4xB 的 子 集 ， 由 于 集合 4 中 任意 元 素 4 的 象 是 叭 一 的 ， 


4 。 


落 (cy DEF 日 (cy ccEr 则 必 有 D=oe 

定义 3.3 了 ,4-> 了 ,集合 4 的 全 部 元 健在 映射 了 之 下 的 全 体 

象 组 成 的 集合 称 之 为 了 的 值 域 , 记 为 Rh/。 显 然 
2 ={515EB, 大 在 aE4 使 f(a)=8}SB, 

定义 3.4 设 1 4 也 ，7: 4 一 B， 和 如 果 对 任何 2E4 都 有 
fla) = 9(c), 则 称 跨 射 了 与 9 是 粗 等 的 , 记 为 了 = 9。 

例 1 4={ayoaycao2dl 六- ipaypal， 若 让 ci) = 了 ca) 
= 有 far) = 了 (Gs) =D 则 了 是 从 集合 4 到 集合 的 屿 射 ， 其 
值 域 Rj= {51， ba, 

例 2 4={ciazcaj，4=(pipaypsj， 才 下 Ci) = 0 (G1) 
= 有 (cz) = DB, Ptas) = ba, 则 访 不 是 从 集合 4 到 集合 已 的 上 映射, 这 
是 因为 它 奉 ai 点 的 值 不 唯 -- 。 叉 若 8)=w(&2)= 本 则 w 也 不 
是 从 集合 4 到 集合 B 的 映射 ， 其 原因 是 4 中 的 元 素 4 没有 象 。 

看 了 定义 3.4 我 们 知道 从 集合 4 到 集合 的 映射 怎样 才 是 
不 园 的 。 下 下 我 们 更 计算 从 焦 合 4 到 集合 B 可 以 定义 多 少 个 不 
辣 的 耽 射 . 

.定理 3.1 从 有 限 集 合 4 到 有 有限 集 合 B 的 映射 共 有 :iB11'4! 
人 个。 

证 明 4, 召 是 在 限 集 合 ,4= {ea 02, } B= Tb， za 
br}, | 站] =n, |B| = 了 了 ,9:4->B。 了 与 g 是 从 集合 4 到 集合 
加 的 不 同 映 射 是 指 

(Feci)，F(aos)， rr, FG) NEI) Go), 0 fl0,)), 
即 至 少 存在 一 个 1 志 记 所 nn, 使 9(oal) 基 9g(c)。 肌 射 了 在 oay qo， 
…y Ga 点 的 取 值 是 相互 无 关 的 , 在 每 一 点 上 的 取 佑 都 明 吾 集合 中 
的 任意 一 个 元 素 ， 所 以 有 了 色 种 可 能 人 性 。 从 三 了 的 取得 方式 共有 
mi 种 。 故 从 集合 并 到 集合 的 映射 共有 1811'4 个 。 证 比 ， 

例 1 令 44= {9iy G2}; B= {6;, 0», 03}, 从 集合 4 到 集合 B 
的 映 射 共 有 JI =32=9 人 个， 它们 是 
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es [fi fe fa fs fs fe A fs fs 
a | b: Bb b, bs bo bo by bs bs 
Wa | b1. pa bs bi b, bs bi bo bs 


而 从 集合 卫 到 集合 4 的 映射 共有 141 ”= 加 -8 个 ,它们 是 


gh Gs CE G4 V3 fe I7 Ys 
Bi | G1 Ca C1 Ga Ht Qo QH Ca 


[和 


bs 好 1 CT CY WL Ca Us Qs Ua 


3.2 特殊 映射 


本 节 介绍 几 种 具有 特殊 性 质 的 映射 ， 它们 在 以 后 各 章节 中 起 
着 重要 作用 . 

定义 3.5 f:4->4, 对 4 中 任意 元 案 4, 均 有 f(a)=a， 称 
f 为 4 上 的 恒 同 映射 , 记 为 I。 
定义 3.6 了 :4 一 B， 如 果 卫 /= 卫 , 则 称 了 为 满 射 
如果 f(a1) = f(as) ,局 推 出 wu = ca, 则 称 了 为 单 射 

如 果 三 是 满 射 旦 为 单 射 , 则 称 为 双 射 . 

定义 3.7 车 了 是 从 集合 4 到 集合 了 了 的 双 射 , 定义 了 -1(5) 
=4, 如 果 f(a) = 5。 那 么 f-! 称 为 映射 的 道 映射 。 

令 ;4B, 任 取 4 的 子 集 8, 定 义 的 象 从 

fS)={f(0 2ENS). 

特 蜀 六 = 圳 时 , (名 )= 名 ， 当 SS= 和 于 时 ， 了 (4) 员 映射 了 的 象 
集 , 记 为 Im f， 显然 ;4 一 (4) 为 浇 射 

定理 3.2 了 是 从 集合 4 到 集合 了 的 双 射 ， 细 上 定义 药 广 : 
是 从 集合 5 到 集合 4 的 双 射 。 
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证 明 从 定义 3.7 知 
fi={(0, G)| (a, 0)EF}. 

首先 要 说 明 如 此 定义 的 7! 是 从 集合 如 到 集合 4 的 映射 ， 
这 是 因为 了 是 潢 射 ， 集合 B 中 的 每 个 元 素 5 均 有 aE4 使 (a， 
5)EF 了 .从 而 (40,40)€ 了 71, 即 对 于 集合 中 的 每 个 元 素 5 在 f7! 的 
作用 下 均 克 和 象 。 又 因 了 是 单 射 ， 集 合 B 中 的 每 个 元 素 5 的 原 象 是 
唯一 的 ,所 以 集合 台中 的 每 个 元 素 5 在 产 ! 的 作用 十 象 是 唯一 的 。 

由 于 了 是 从 4 到 的 映射 ， 所 以 集合 4 的 每 个 元 巡 a 一定 唱 
现在 (cy 思 E 了 中 ,从 而 每 个 ac 都 出 现在 (b, a) Ef! 中 。 也 就 是 
说 和 中 的 每 个 元 素 对 于 映射 7! 都 有 源 象 ,所 以 六: 是 从 妖 到 凤 
的 满 射 , 

设 (D ca)ErF 1 (0, 0)EF!1, 有 (2, pn)EF (a, 8) EF 
由 于 了 是 映射 ,元 素 a 的 象 是 唯一 确定 的 ， 故 嫉 = 名。 也 就 是 说 ， 
集合 4 的 任意 元 素 4 对 于 映射 了 1 的 原 象 唯一 , 所 以 了 1 是 从 B 
到 4 的 单 射 。 

综 上 分 析 , 知 4! 是 双 射 。 证 毕 。 

定理 3.3 4, 了 是 有 限 贷 合 ， 存 在 着 从 4 济 有 的 满 射 的 充 玩 
条 件 是 |4| 之 1B1. 

证 明 设 f 是 从 4 到 B 的 满 射 ， 集合 B 中 的 每 个 元 素 都 在 集 
合 44 中 对 于 映射 了 有 原 象 。 而 如 中 的 不 同 元 素 的 原 象 一 定 是 不 同 
的 。 而 且 B 中 的 元 内 5 在 4 中 的 原 象 可 能 不 只 一 个 。 所 以 集合 4 
中 的 元 素 个 数 一 定 大 于 集合 B 中 的 元 素 个 数 , 即 ] 4| 产 | 召 | 。 

反 过 来 ，4, 了 是 有 限 集 合 ， A={g, Ga, ***, Cn}, B= {6， 
2 ..6a}, |A| 庆 1]BI 即 n>m。 定义 f; 4>B 


fl) = { 


它 是 从 4 到 如 的 满 射 。 证 毕 ， 
定理 3.4 4， B 是 有 限 集合 ,如 果 存 在 着 从 集合 4 到 集合 如 
的 双 射 , 则 | 4| = 13|。 


b,, lo, 


bn 4 Tn CA hh 
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证 明 没 7 是 从 4 避 如 的 双 射 ,显然 了 也 是 从 4 到 了 3 的 满 身 ， 
由 定 旬 3.3 知 | 寺 兰 132。 了 的 道 喘 射 1, 在 定理 3.2 中 已 证 明 
它 是 从 B 到 4 的 双 射 ,显然 它 也 是 从 B 到 4 的 满 射 , 同 理 得 到 |B| 
2P14|。 有 从 而 14| = | |、 证 些 。 

定理 8.5 两 个 7 元 集合 间 有 1 个 不 同 的 双 射 ， 

证 明 4,B 是 丙 个 交 元 集合 ,44= {aiyaay a} B= {D1, ba, 
是 从 于 到 的 双 身 , 它 拒 和 4 与 的 元 素 之 间 建 立 了 一 种 
一 对 一 的 英 系 。 了 在 cl 点 的 值 有 % 种 选择 , 当 确 定 六 cl) = bu 后， 
在 es 点 的 值 就 只 有 有 %-1 种 选择 ， 它 只 能 取 BB- {6,1 中 的 值 ， 
当 确 定 (42) = pos 后 ，f 在 gs 点 的 位 有 %w-2 和 这 摊 ， 它 只 能 取 
B 一 {54,， pt 中 的 值 。 如 此 进行 下 去 。 当 了 在 co 点 的 值 葡 秆 
后 , f 在 &@; 点 的 值 只 有 输 一 一 种 选择 ， 不 同 的 取 侦 方式 对 应 着 不 
司 的 双 射 , 记 以 从 4 到 如 有 nl 个 不 同 的 双 射 ， 证 毕 。 

例 1 设 jn)=22 是 从 整数 集合 到 偶数 集合 的 双 射 . 它 的 
道 联 射 是 fj 3(2n) = mm。 这 里 整数 集合 与 偶数 集合 狐 是 无 限 集 合 ， 
折 以 可 能 存在 双 射 把 黎 数 集合 喘 到 它 踊 共 于 集合 肖 集 合 上 。 

便 2 及 为 实 获 集合 ， 思 及 xR 有 zy》=2 9 了 是 满 
射 。 由 于 (3, 2)= 了 (1, 6)=6, 所 以 了 不 是 单 射 。 

例 3 今 名 为 万 有 集合 ， 多 ( 召 ) 是 所 有 集合 构成 的 集 族 .并 
运算 U : 多 (BE)Xx (BB)-> BP(B), U (4, BB) =A4UB。 任 取 
AEBIE), (FG, AEPBIR) XB (B)U ,YG,A) = CUA=4, 
(好 ,4) 是 4 的 原 象 , 所 以 并 运算 是 满 射 而 (4， 名 ) 是 4 的 男 一 
个 原 旬 ,所 以 并 运算 不 是 单 射 。 

同 旦 ， 交 送 算 也 具有 相同 的 性 质 ， 而 补 运算 是 从 更 5( 百 ) 到 
急 ( 卫 ) 的 双 射 。 

例 4 4 十 有 限 案 合 ,4= {ar 02,…, Gn}，B=1{0,1}。 对 于 
4. 的 每 个 村 集 呈 定义 fA(P)= (5 5o,…，9n)， 其 中 

,_ /0 a $¢P 


4 A 


gEP, 


ee A48 。 


了 是 集合 4 的 知 集 多 (4A) 到 集合 B" 的 一 个 映射 并 且 是 双 射 ， 

任 取 B" 的 一 个 元 素 (61, 85s， …，4,), bp. EB,1<i<<n。 挡 造 
集合 P={ala;E4,5,=1). 品 然 了 是 4 的 于 集 ， 即 PEg(A), 
并 且 

丰 ( 卫 ) = (6, 82 2 )。 
即 卫 是 (381, 58，…， 5,) 的 原 象 。 所 以 f 是 满 射 ， 

设 4 的 子 集 -P 和 Ps 都 是 (2 了， ) 的 素 象 .那么 从 et 
PP 推出 5b,=1， 从 测 ws EP。 反之 亦 然 。 所 以 P, = P, 忆 就 是 说 
B” 中 任意 元 素 只 有 一 个 原 象 ， 中 是 单 射 综 上 得 知 f 是 从 
儿 (4) 到 BB 的 双 射 。 


3.3 了 瞻 射 的 合成 


设 子 : 4-> 卫 ， 9: BO， fla)=b，9(45)=ce。 那 么 连续 执行 
了 和 9 映射 , 它 的 总 效果 是 把 集合 4 芍 亢 素 & 里 到 集合 C 的 元 素 
c。 这 就 构成 了 -一 个 新 的 映射 。 这 个 靳 的 忠 射 叫做 了 和 8 的 合成 
映射 , 记 为 9* 六 图 2)。 注 意 这 里 了 写 在 右边 表示 先 执 行 映射 
华 执 行 9 映射。 于 是 ,对 于 4aE4 有 
g°f(a)= g( f(a)). 


图 2 


如 果 4, B,C 都 是 通常 的 数 集 合 ,f, 9 都 是 函数 ， 那 么 上 面 
氢 述 的 合 感 映 射 就 是 通常 的 复合 函数 。 
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下 而 讨论 合成 映射 的 性 质 。 
定理 3.6 ”如 果 映 记 f. 4 一 电 存 在 着 递 映射 天 哮 勾 fof 
= TZ 
证 明 f， 4->B, 任 取 aE4, f(a) =bEB. 7 有利 映 射 
那么 了 1(8)=a。 
fiof(la)= 7 (ff(0) = (60)=0, 
映射 与 其 逆 喘 射 的 合成 映射 为 恒 同 映射 ， 邑 1。f= 了,。 证 毕 。 
定理 3.7 映射 的 合成 满足 结合 律 。 
证 明 设 1,4>B8, 9g:B->0, ,0C->DD, 要 证 明 
hog)e f=h°(g°f). 
首先 看 到 (hg)° 呈 与 hoCg*f)， 都 是 从 4 集合 到 妃 集 合 的 
映射 。 任 取 和 中 元 素 5, 假设 f(4)=5, g(5) =c, Ac)=G 其 中 
bEB, cEC, dED. 
(hog)°o fa) = hogo (fl0)) =hog0) = hy(0)) = (ec) =d, 
ho(gr f(a) = A go f(a) = A gf(0))) = h(tgtb)) = he)= da, 
得 知 (hg)°f(w)=hotgef7(w)。 内 & 的 任意 性 得 到 
(hog)° f= he (9°f). 
证 毕 。 
定理 3.8 设 f.4->B， g:B—0. 
1” 若 f,g 是 满 射 ， 则 9°f 也 是 满 射 ， 
2” 著 了 ,9 是 音 丹 ， 则 9* 了 也 是 单 射 ， 
3” 若 j.7 是 双 射 ， 则 9g*f 也 是 双 射 ， 并且 9 大 的 道中 射 
(g°f) = 了 1o9 
证 明 ff. 4 一，y:;B0 的 合成 映射 ge7 4->C。 
1” 任 取 集 合 C 的 元 素 c, 因 9, B->0 是 满 射 , 存在 65EB 使 
9(5) =c。 而 了 ,4 一 B 是 满 射 , 序 在 aE4. 使 f(a)=5b。 
g°f(o)= gf(4)) = 9(8) = 06, 
4 就 是 元 素 ¢c 对 于 映射 g°f 的 原 象 ,从 而 9°*f 是 满 射 。 
2” 留 作 刁 题 。 
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3” 由 1°,2°” 知 当 了 ,9g 为 双 射 时 .9g°f 也 是 汉 射 ,下面 证 
明 (g*f) T= 了 fiog i, 

首先 f14>B, g:B->0, 则 (ge°f) 1,0>A. 而 f 1，B->A,， 
gi:O>B,MI fiog !. O->A. 
任 取 集合 C 的 元 素 e, 存在 5EB,aE€4 人 使 g 1(c)=b,f 了 1(5b 
= 9。 由 合成 映射 的 定义 | “ 

fiog (0e)=f (910)=f 1106)=0. 
又 计算 gf(6)= g(f(6))=g(5)=c, 知 (g* 了 ) 1(c)=w。 由 元 案 
c 的 任意 性 知 
(g°f) 1= “logit, 

证 毕 . 


3.4 置 欣 z 

本 节 介绍 一 种 特殊 的 双 庙 一 一 夏 良 集合 上 的 双 射 ， 称 之 为 巡 
换 。 它 在 本 课程 以 及 组 合 数学 中 有 很 重要 的 作用 。 

3.4.1 置换 的 定义 与 性 质 

定义 3.8 4 是 有 限 集合 。 从 4 到 自身 的 双 射 称 为 集合 4 中 
的 置换 。 车 14|=%, 则 和 44 中 的 置换 称 为 n 元 置换 。 

A= {0 Ca, Qn} sn 元 置换 o 老 示 成 

_ 21 Ga Cs 

a= (oy ee a ; OGG.) EA, li<n, 

由 于 是 44 上 的 双 射 ，a(ei) 关 cfoy)， 33 了 特别 ， 
GE Ca 

称 为 恒 同 置换 。 


例 1 A4={1,2,3,4,5}， 。= ( ) ,其 中 of1) 


1 2 
25143 


-0 1"» 


=2, og(2)=5, 0(3)=1, o(4)=4, of5)=3。 

在 置换 中 ,我们 只 关心 集合 4 各 元 素 相 对 位 置 的 变化 ,并 不 区 
心 元 素 本 身 。 所 以 下 面 我 们 把 ”元 集合 都 看 成 {1, 2，…， 9}， 一 - 
共有 ni 个 不 同 的 ”元 置换 。 

前 面 讲 过 , 双 射 存在 逆 喘 射 ,并 且 首 映射 也 是 双 射 ,对 于 置换 
0 必定 存在 逆 置 换 a 1!、。 若 


1 2 入 
Hi ( gl of2) … a(ln) ) * 
它 的 逆 置 换 
_-， /ol) ol2) … oln) 
人 1 2 n ) ” 
例 2 求 上 例 中 o 的 逆 置 换 ， 
解 


| 12345 
(a re 


例 3 求 4={1,2,3} 上 的 全 部 置换 。 
解 14|=3,4 上 有 6 个 不 同 的 置换 ,它们 是 


123 123 123 
xz 人 (1 2 9 小， ws 人 (1 3 »); mr 人， 1 3 
123 123 123 
Cn 
其 中 G1 是 恒 同 恬 搁 。 . 
在 置换 0 中 ,如 困 o(1) ,of2),…, olm) 为 奇 排列 (排列 中 洲 
序 的 个 数 为 奇数 )， 则 秘 0 为 奇 冠 换 。 加 上 梨 o(1), a(2),…, ao(n) 
为 偶 排列 , 则 称 o 为 偶 置 搞 。 例 1 中 的 里 25143 的 道 序数 为 5， 
所 以 5 是 篆 园 换 。 例 3 中 心里 231 的 道 序数 为 2， 所 以 os 是 偶 
置换 。 
我 们 知道 任何 两 个 双 射 的 合成 映射 仍 是 一 个 双 射 。 两 个 置换 
ol 和 cy 相继 扫 行 仍 是 一 个 置换 。 这 个 雷 换 称 为 ww 与 cy 的 飞 积 ， 


* G2 » 


记 为 ce。 在 例 3 中 
We (a 

-1 2)=o 
wt 


Ce 
三 二 1 
231 村 


这 里 4 0202* G4, 由 此 看 出 ,置换 的 乳 法 不 满足 交换 律 。 


上 > 


3.4.2 轮 换 


轮换 是 一 种 特殊 的 轻 换 ， 

定义 3.9 设 G1,02,… ,04， 是 集合 4= {1,2， ee 的 7 个 不 
同 前 元 素 . vv 是 4 上 的 置换 ， 它 使 (ah) =42， 0o( 4 )=98 …， 
ofar-i) =Gry cc)=4， 并 且 4 中 的 其 它 元 素 a 均 有 vc(a) = a， 
即 其 它 元 率 在 c 的 作用 下 保持 不 动 。 我 们 称 5 是 长 为 前 轮 搞 ， 
记 作 

5=(qica…Gr)》。 
乏 cd ，ca，…， 0; 为 轮换 vc 搬 动 的 元 素 . 
若 c=(aia…ar)， 则 41=(cap too)。 例 3 中 om 


=(-”，)=(1 23), oz=(321y=(1 3 2)=(。 。 ) 


2 31 321 
= Gs, 
不 难 午 让 (Eliyas， pa:) = (0942 和) = = (11)。 


轮 护 的 乘积 可 用 下 酒 列表 方式 进行 。 例 如 =(1 34), 
=《1 2 ) ， 
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ot={134)01 2)=(1234) 
2 < 一 2< 1 
3 < 一 1 < 一 2 
4<—-3<— 3 
1<— 4<— 4 
ro=(12)(13 4)=(1342) 
3<——3<—1 
1<—— 2<—2 
4<——- 4<€—3 
2<—1<——4 
这 里 zz 天 Tez。 
又 车 ac=k12)，r=(34)， 则 reo=c*rz。 这 是 因为 这 两 
个 轮换 搬 动 元 素 集合 的 交 为 空 ， 即 它们 没有 共同 搬 动 的 元 素 的 终 
故 。 我 们 称 这 样 的 轮换 是 不 相交 的 轮换 ， 也 就 是 说 不 相交 的 轮换 
乘积 是 可 以 交换 的 。 
定理 8.9 每 个 置换 都 可 以 写成 若干 不 相交 的 轮换 之 积 ， 
证 明 轮换 只 跟 据 动 了 的 元 素 有 关系 。 我 们 对 置换 所 搬 动 的 
元 素 个 数 进行 归纳 。 
当 置 换 具 搬 动 两 个 元 素 , 它 们 是 多 和 j, 那么 o= (6j) 是 长 为 
2 的 轮换 。 命 题 成 立 。 
假设 置换 撒 动 的 元 素 个 数 小 于 名 时 ， 命 题 成 立 。 现 在 置换 " 
搬 动 mw 个 元 素 (m 之 3), a 必定 搬 动 了 某 个 元 素 如 由 于 9 是 有 限 
集合 上 的 双 射 ,序列 of 让 ,og2( 引 ,or(%) ，… 不 可 能 两 两 工 不 
相同 ， 必 存在 ?， 使 a"(6) = 那么 它们 构成 一 个 长 为 ”的 轮换 
mu= (ia ，…，or1())。 现 在 观察 rilc, 原 来 5 不 拖 动 的 元 
素 仍 保持 不 动 , 避 oa(i)，…，c7 和 it 这 宁 个 元 素 也 保持 不 动 . 从 痢 
r5tr 搬 动 元 素 个 数 小 于 m。 由 归纳 假设 知 zic = wi ws… Tis 其 
中 wi， zz(% 尖 人 j) 是 两 两 互 不 相交 的 。 而 "= wo ri zo"…ns。 这 里 
ro 内 搬 动 和 ,90 让,… ,0 1( 引 ,而 wir， 9Ts 不 撒 动 和 ,ol 引 ,…， 
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or!( 信 。 所 以 mo 与 mr，1<) 和 s 是 非 交 的 。 这 就 证 明了 命题 对 
置换 搬 动 rw 个 元 素 时 也 成 立 。 证 上 毕 ，。 

这 里 要 说 明 的 是 ,如 果 不 考 虑 轮换 因子 书写 的 顺序 ,那么 任何 
置换 均 示 成 不 相交 的 轮换 之 积 其 形式 是 唯一 的 。 

例如 


人 | 
” \635174298 


=(l64)(2357)(89)。 


6 为 置换 ,使 o"=o1 的 最 小 正 整 数 % 称 为 0 的 阶 . 若 a 
= 《til82*…0y) 是 长 为 1 的 轮换 ,那么 6 的 阶 为 7。 

定理 3.10 置换 的 阶 等 于 它 的 轮换 分 解 中 各 因子 长 庶 的 最 
小 公 倍 数 ， 

证 明 从 定理 3.9 知 置换 c = ra 2 其 中 mhrz wy: 是 
两 两 互 不 相交 的 轮换 , 它们 的 阶 分 别 为 me mz， ， ms。 令 避 是 
mas mz “9 ms 的 最 小 公 倍 数 ,m = [ms mz， … ,mJ， 显 然 

oO” = TT mh HT go 
设 g 的 阶 为 7, 必 有 lz。 
G7 = grins = go 

围 于 ReisT2s st! 是 两 两 末 不 相交 的 , 必 有 =o071, 1<si<s。 而 
ot 的 院 为 mi 知 m|7，1 志 bs。 又 推出 mlr。 由 整除 的 反对 称 
狂 质 ,得 出 m=7, 证 毕 . 


8.4.8 对 挨 
两 个 文字 的 轮换 叫做 对 换 。 
任何 轮换 可 以 表示 成 对 换 的 张 积 
(iopmpGy)》 = (G0 CC 1) (0 0a) (40), 
由 于 每 个 置 热 可 以 表示 成 不 相交 的 轮换 之 积 ， 于 是 每 个 置换 可 以 
麦 让 成 对 换 之 积 。 但 是 表示 方法 不 唯一 。 例 如 
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12345 
人 25431 ) 
=(15)(12)(34) 
=(13)7(34)(45)(24)014)。 
在 三 种 分 解 中 对 换 因 子 个 数 的 奇偶 性 相同， 
定理 3.11 对 岳 是 奇 置 换 ， 
证 明 在 对 换 (iz9) 中 不 妨 假设 4<7， 
工人 1 
0 Ps 0 2 ne 
下 面 一 排 数 中 道 序数 为 2:《7 一 1) -1。 故 对 换 是 青 置 换 ， 


置换 o= ( ，”  ”) 条 以 特 殊 形式 的 对 换 (% 4++1) 得 
1 Go CE Gn 
alt s+D= (> 2 i+1) 
1 9 """ 但 


[一 


( 1 2 ol % +t1l SS+T2 . 
CI G2 Gil Ci Me Ctr2 ”mn 
其 效果 是 把 原来 置换 中 4; 与 Gin 交换 位 置 ， 如 果 ai<ain， 遂 序 
数 增加 1, 如果 eu>avay 逆 序数 减少 1， 总 之 . 逆序 数 的 奇偶 性 发 
上 生变 化 。 所 以 ,一 个 置换 与 形 如 (+1) 的 对 换 相 巧 得 到 的 置换 
与 原 置换 奇偶 件 相反 。 

一 般 形式 的 对 换 (59) ,不 妨 候 设 Y<7。 
(全力 二 (人 全 二 1)( 全 十 工人 十 2) (7 一 1 DI~2 7—1) (s+1,) 
那么 o(% 站 将 把 go 的 奇偶 性 改变 2(7 -2 一 1 次 ,从 而 ali 站 与 0 
的 奇偶 性 相反 。 

有 从 上 面 的 分 析 看 出 , 奇 置换 分 解 成 奇数 个 对 次 因子 之 积 , 偶 置 
， 欣 分 解 成 偶数 个 对 换 因 子 之 积 。 


定理 3.12 ”全体 ”元 置换 中 河 置 换 与 偶 置 换 各 半 , 都 有 一 
个 ， 
证 明 全 体 n 元 置换 共有 nl 个 。 每 个 置换 或 者 是 奇 置换 或 


a 56 « 


wt 


者 是 侦 置 撞 , 两 者 必 居 共 一 。 令 全 体 n 元 侦 置 换 为 集合 4,， 全 体 
?元 奇 置 换 为 集合 BB,。f 是 从 44 到 Bs 的 映射 对 任何 cE4， 
fa)=ol12)。 任 取 zEB,， +(12) E44,， 

| fTC12)) = ra 
rt12) 是 z 的 原 象 。 Ff 为 满 射 。， 又 若 91，0s 4 都 是 EB, 的 原 
象 ， 即 o.(12)= ost12), 推出 gj = mw。 所 以 子 注音 射 。 从 而 了 为 
从 4 到 号 .的 双 射 。 由 定理 3.4 知 | 4 = 1B,|。 因 为 | 4,UB,| 


=n!l, 4 站 B,= ,所 以 14,|=|1B,| = 


3.5 开关 通 数 
3.5.1 定义 和 性 质 
令 FF,= {0， 1},n 元 开关 函数 flwi， ws ya) 是 从 F2 到 
Fs 的 映射 .从 定理 3.1 不 难于 出 n 元 开关 函数 有 2" 个 。 例 如 ， 
二 元 开关 函数 共有 2”= 16 个 。 它 们 是 
om | fo fr fa fre fos 
0 0 0 1 


0 0| 1 
i 3 

1 0|l0 0 1 1 1 

11|01 9 0 1 

其 中 函数 fi 定义 了 秽 个 布尔 量 之 闻 他 辑 苹 运算 ， 记 为 oem。 它 
的 运算 规则 如 下 左 图 。 


QH Ta | 91? 化 2 WI Wa ' Wit 
do 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 1 1 
i1 0 0 1 人 活 1 
1 1 1 1 1 1 
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只 有 当 V1 V2 都 取 什 1 时 丙 数 i tps 才 取 值 1。 琐 数 fr 定义 了 两 
个 布尔 量 之 间 的 逻辑 训 运 算 ， 记 为 m% +za。 它 的 运算 规则 次 上 硬 
图 所 示 。 只 有 当 wj, zz 都 取 值 0 时 函数 zw fza 才 取 值 为 0。 十 面 
定义 布尔 草 的 逻辑 补 运算 ， 它 前 运算 规则 是 


| 到 


[| 


1 
0 


即 浮 数 z 与 % 的 取 值 相反 、 
定义 3.10 设 Fo za i) 与 9(ci，za，…，zn) 是 不 元 
开关 函数 。 对 《ca， 2 sn) EH 定义 


了 (al， ba tn) = f(a CI Cr) 
(f+(ars U2s ''*y fn fla1s 人 25 ***, tn) + gg, as''*y (tn) 
(fgla, Qs» "ys Cn) = 了 (cly Cas **'y Gn) G1, [4 9 )s 
称 了 为 f 的 补 函 数 .f+9，f'9 分 别称 为 了 与 9 的 和 洱 数 与 积 函 
数 。 
例 由 Fori，aza) = 2tvoo，9(05l，2a) = 二 wo。 从 下 面 真 值 表 看 出 


(Cf + (wi, a) = was Cf' 9) (81 22) = V1 "V2 (Or 22) = Tr + eae 


wi volB) Ho Bit+B2 Ff 4 fF f+ofg 
O011 1 001 0 1 
01|10 1 011 1 0 
1010 1 1 001 0 0 
11|00 0 110 1 1 


定理 3.13 设 也 ,9 天 是 开关 函数 ,那么 

1” 结合 律 (f+9) +h=f+(g+h)， 
Cfrg)yg= 了 Cg) 

2” 交换 律 f+g=g+f， 

= 


3” 分 配 律 六 +(9.j) = (了 +9) (+ 加 ) 

fg th) = 9) +t fh), 
4° f+0=f, 
f°:1=f, 
5° 了 + 了 = 1 
六 了 = 0。 

证 明 因 f,g,h 仅 有 两 种 可 能 的 取 值 ,采用 “ 穷 举 法 ”可 证 明 

上 上 述 性 质 ， 例 如 : 


f gh gthfe(g+h) 六 9 frh fgtfeh 


000 1 0 0 0 0 
001 1 0 0 0 0 
010 1 0 0 0 0 
011 1 0 10 0 0 
100 0 0 1 0 0 
101 1 1 0 1 1 
110 1 1 1 0 1 
111 1 1 -并 1 1 


fog+h) 与 J.9+ 玫 及 取舍 完全 相同 , 夏 f(9+h) = 了 g++ 有 h。 
证 毕 。 
下 耐用 定理 3.13 证 明 一 些 等 式 。 
情 1 证 明 :， 也 + 了 = 了， 了 了 = 了 
证 明 
f+f= Cf +11= (f+ (f+ = +f F=f+0=f, 
Ff= (Ff 40= FI +f F=f f+tH)= f= 
例 2 证 明 ; f+1=1， ff*0=0. 
证 明 , 
f+1=f+(f 4+7)= (f+f)+fF=f+f7=1, 
T°0= 7°07°7)= (fF = ff =0, 
i 59 。 


例 3 如 果 f 了 +9=1,f.9=0, 则 g= 六 
证 上 明 若 7= 了 ,显然 了 +9=1，7.9=10。 各 暴 函 数 有 也 满足 
f+ 有 =1, 了 :及 =0, 那 入 
h=h1=he(f F=f th f=0+h"f =AFf, 


f=fr1l=f° (f+h)= ff tih=0+fh=hf, 
从 而 天 = 了 ， 这 说 胃 
f+y=1 
f'9=0 


的 解 存在 且 唯 一 ,9= 大。 

例 4 证 明 了 +9= 了 7。 

证 明 ”我 们 的 思路 是 先 证 明 (F+9)。( 了 ， 
+《f*9) =1, 然 后 利用 例 3 的 结果 得 到 了 +g= 了 

(ED 
=((Cf 大 .7)+(C97) 7) 
={(0.9) +(0.:f)=0+0=0, 

(fig +f = f+((9 tH (gt)) 
=ft((9+f)'1= f+(9+F) 
=(f+f)+tg=1+g=1, 

例 5 证 明 , f+Cf'90)=f, f°(f+0) = 

证 明 

了 +CFfg)=(f1)+(CF9)= 了 (1+g) = 了 1 = 

Ff+9)= (f+0) (f+9)= +0 = f+0=, 

例 6 f,9' 为 nn 元 开关 画 数 ， 如 果 f.g= fh 日 f+g=f 
十 太 ， 则 9 = 大。 

证 明 当 g=1 时 fr1=f-h f+1= Hi 推出 六 = fh， 
1=f +h，。 用 了 同时 乘 以 1=f 了 + 两边, 得 到 

三 = (fF +h) = fh, 


‘5)=0, (f+9) 
.7 


面 
R=h(f +f)= hf +h f=hf +f=f+f=1, 


» 0 2 


当 g=0 时 ,J"0= 了 "hf+0= 了 +h, 扒 出 fh=0,7=f 了 + 

用 了 同时 乘 以 = 了 + 有 两边, 得 到 
frfF= ff th)= 72, 
即 地 大 =0。 而 
h=h. (f+F)=h fF +h f=-0+0=0 

我 们 看 到 9 与 取 值 完全 林 间 , 故 g=。 

例 3, 例 4 , 例 5 分 别 证 明了 元 开关 画 数 的 军 等 律 ， 摩 尔 概 
律 和 吸收 律 ， 这 些 性 质 今后 都 可 以 直接 引用 。 


3"5.2 开关 函数 的 小 项 事 达 式 
通常 一 个 开关 函数 可 以 有 许多 相 瑟 等 价 的 表达 方式 . 为 了 更 
论 上 研究 的 方便 ,需要 一 种 标准 的 表达 方式 ,使 得 每 个 开关 阔 数 有 
唯一 的 卖 达 式 ， 并 且 不 同 的 开关 尊 数 在 人 不同 的 才 达 式 。 下 面 介 绍 
的 小 项 表达 式 就 是 其 中 的 一 个 方法 。 
对 任意 元 开关 函数 fv, Wz "ss Cn) 
了 (oly Vos Da) = Tf ly was sy Pa) +t Br fF O00) Way 0 
这 是 因为 当 v1=0 时， 等 式 右边 为 
O°f{ll, Roy os Wa) + 1 fC0, tor rs ts) =f0, Las 1, Wn), 
而 当 zwxz= 工时 等 式 右边 为 
1 fC1, gas rs Fn) tO FOG Hay rs do 二 (aa +:, Wn)s 
从 而 前 面 的 等 式 成 立 。 把 这 一 签 式 应 用 到 二 元 开关 函数 fwi， 
v2) 上 
ftista) = pf (l,m) + E11* f(0, 2) 
=w wa FO1.1) +Rof (1, 0)) + wr f(0, 1) 
+ f(0, 0)) 
=f(1, 1)w1°ra +t fl1, 0)w1° Ba + f(0, 1)B1 eo 
tfF(0, 0)F1° Foo 
把 这 一 事实 推广 到 元 开关 函数 有 
9 6l 。 


出 
fl 02) 二 > Fla ta On PE, 


10 a 

其 中 
a 一 { 1 当 g=a 了 时 ， 

0 当 <“ 夫 CC 时。 
从 而 
1 当 2= aioco= ay 一 cn 过 ， 
0 否则。 
前 面 的 公式 就 是 wm 元 开关 冰 数 (ta ,人 的 小 项 赤 法 起 技 
中 好 423p22 称 为 小 项 ，% 元 开关 函数 布 2 个 不 同 的 小 项 。 
例 ] 3 元 开关 国 数 F 六 panssas) 紫 二 值 囊 为 


1 Ve 一 { 


fm | 


人 1 To Ys 

0 0 4 0 
0 0 1 1 
0 1 0 1 
0 1 1 1 
1 0 0 0 
1 0 1 i 
1 1 0 
证 1 

它 的 小 项 表达 式 为 


fps was va) =f(0, 0, 0 evr? + FO0, 0 1) rv3ws 
+ fC0, 1, 0) zwlwe + fC0, 1, 1) wdwlwd 
+f(1, 0, 0)zlz8og+FL 0, 1)rladvl 
+f(1, 1, 0)wivlwd + fl1, 1, 1)wirdr} 
二 笼 1 他 2078 十 厂 1 季 ?区 8 十 TT + WIC 
+ itaryge : 


例 2 求 f(z» Ts Ts) = Tl 的 小 项 表达 式 ， 


解 flwi: was fa) = Tr (Wo + To) (rs + Es) 
= 010203 十 VWITaTs 十 1203 + VID2F3, 


3.5.3 集合 的 特征 函数 
定义 3.11 瑟 为 集合 ,f={0,1}, 对 忆 的 备 个 子 集 4 生 卫 ， 


Xatw) = { 


Xs 称 为 集合 4 的 特征 函数 。 

显然 ， 万 的 不 同 子 集 对 应 着 不 同 的 特征 函数 ， 驯 为 有 限 集合 
时 ,五 移 子 集 个 激 为 2JEI。 从 吾 到 户 的 上 映射 个 数 也 是 21E-。 令 
9g9(4)=¥4,9 是 从 多 () 到 {fF[f;B->Fs} 的 双 射 。 

如 果 取 加 = 玖 , 玖 的 2" 个 子 集 与 从 再 到 Fs 的 2 个 开关 
函数 可 以 建立 一 一 对 应 关系 。 对 应 的 方法 是 : 对 于 4S 了 8, 4 的 
特征 函数 


EC Va} 区 二 { 


1 当 wE€4, 
0 wd, 


0 (gis tar tn) #4 时 , 

1 (wis Pos pn) EA NH, 
容易 看 出 ;区 41, 4; 的 特征 函数 分 别 是 X44, ,Xs. 那么 集合 41 们 4。， 
41U ds 的 特征 函数 是 Xa4.eX4,，X4, +X4:。 这 样 集合 上 的 三 种 基本 
运算 补 (一 ), 奖 ( 则 ) ,并 (CU ) 分别 对 应 着 开关 溃 数 的 三 种 加强 补 ， 
逐 辑 乘 和 逻辑 如 。 把 集合 的 运算 现 则 与 开关 范 数 的 运算 规 刚 加 以 
比较 ， 对 它们 的 相似 之 处 就 不 难 理解 了 。 这 一 人 五 草 四 党 有 
进一步 的 叙述 。 


习 是 
1， 下 列 关系 中 酵 些 能 构成 映射 ,请 说 明理 由 。 其 中 NN 为 自然 数 集 合 ， 民 为 实数 入 


[= 3 

无 
证 { {x pA zu€EN, zi+we < 10 四 
《22 { (5 Ye) ly eR, yr—y!} 四 


(3) 1 人 yo Ny vsE Ry ~y} 
2. 令 f; 4B， 其 中 4 二 {一 1, 0, 1}%, 
| 0 ER 
f(r1s Xa) = 
PIT? T1720 
(了 了 的 值 域 如 是 什么 
(2) 让 有 4 到 慷 y 有 多 少 个 冰 同 的 遇 射 ? 
3。 下 列 函数 中 哪些 是 单 射 , 满 射 科 避 射 ? 说 明理 内 .其 中 2 为 整数 取信， 2* 为 
正 整 交集 合 . 本 
人》9:Z 一 Z+，9:7 1 十 1。 
(2) f: Z 一 NU IO, F(j)=i{mod 3 
{7 (mod 3) 训 示 了 除 义 3 的 韭 负 人 余数)。 
(3) f: ZrZ, Fn) =ntl; 
4: ZZ I(n) nn~—1, 
9 了 为 奇数 
人 六 Ni0lh f(D={ ， 
1 ~ 为 个 数 ， 
《5) f; R—rR, fj)=1F2i~ 15。 
4. A13 足 硼 限 集合 。 试 给 出 一 个 外 4xB 到 瑟 Xx 和 4 的 汉 射 ,并 由 此 验 还 14x BI 
1Bx.4|. 
5. 令 Rix3 表示 全 体 实 系数 和 多项式 。 . 
(0 证 明 : 十; f(z) ~ 了 7(z) 是 站 了 [7] 到 Rfz] 的 决 对 ， 它 的 信 域 是 什么 ? 
是 次 为 满 射 ?9 是 否 为 双 庙 ? 
| 
G2) 证 明 : (f(z)) 一 必 fCDdt 是 从 Rin] 到 REz] 的 映射 。 它 的 信 域 是 什么 % 


是 否 为 满 射 9 是 向 为 双 射 ? 
6. 设 4 一 fu az gz， |] 如 |=~ 和 n， S(B) 表示 集合 吾 中 元 素 光 成 的 全 体 有 序 
数组 , 即 
S(B)={(Bi1s Dtes my Bin) | Di EB, l<j<n} 
以 五 宕 示 从 4 到 BB 前 映射 全 体 。 对 于 不 下 的 每 个 映射 f, 令 
gf la)s Flaz)s ao) 
证 明 : 9 是 从 加 到 8S(B) 的 冯 射 ,并 册 此 证 肯 从 4 到 B 的 据 射 守 tmr 个。 
7.。 令 xl: 8S 了 ,和 妆 和 马 是 5S 的 子 集合 ,证明 
alAUB})=a( A}Ur(B) 
afAN BICa{ANa(B) 。 
沼 出 一 个 例子 说 有 明 al4 闪 BB) 半 at AIN etB)。 
8. 今 q: 8-2，4 屁 及 的 子 集 ，4 在 8 中 的 补 4=<3-4。 当 ea 是 单身 或 注 
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射 时 ,讨论 e( 习 与 #0) 的 关系 . 
9。F 9 是 从 QZ 到 世 的 映射 ， 厌 人 一 3x，902) 一 3 二 1， 一 32 二 2， 计算 
fogs gofs gh, hog sfo0oh, 
10。 令 f 是 从 4 到 怠 的 学 射 。9 是 从 B 到 的 单 射 。 证 明 98*7 是 从 和 44 到 C 的 单 
射 ， : 
11。 令 8 二 代 , 2，,3,…}， 绽 忠 两 个 从 5 到 8 的 映射 了 和 9g， 生 得 fe9= 二 Ts， 但 是 
8°f+I， .如 果 了 是 双 射 ,会 发 持 什 么 情况 ? 
12. 设 
123456 123436 
ee Ee 
计算 ?or rg, gr Pro。 
13。 把 下 列 肾 搞 号 成 不 相交 的 轮换 之 积 。 
(1) (257)(78) (145), 
(2) (72815)(21) (476)(12)。 
14， 把 下 列 奸 撞 写 成 不 相交 的 轮 撞 之 积 。 
12345678 
i 
12345678 
pe 
12345678 
Sh 
15， 求 下 列 置换 的 院 。 
{1) {47} (261) (567) 〔1234) 
(2) (163) (1357) (67) (12345). 
16。 证 明 ; 任何 4 元 置 挽 可 以 表示 成 (12}，(23)，+:*，(Cn 一 1)。n) 的 活 积 , 
17。 求证 下 列 异 等 式 : 


{1) zi—rrarat rrrs tttara VIL a 


(2) vivetiorgt rat Tr Rtg 

18。 如果 产 rg 一 g，, 求证 下 面 三 个 等 式 成 立 。 
(1) fr:g+f=1, 

《2) f+g=1. 

{3) f.9=0。 

雪 . 写 出 下 列 2 元 开关 函数 的 小 项 表 法 式 . 

《1) 便 为 1 的 函数 ， 

《2) 当 且 权 当 两 个 交 晤 取信 相 河 时 函数 值 为 1, 


4.1.1 关 系 


定义 4.1 dd…，4d 是 杏 合 ，4 x dx…x4 的 子 集 
称 为 A1 Xx 4;X… x A4; 上 的 一 个 和 元 关系 如。 如 果 瑟 = 如， 称 肪 
为 空 关系 或 平凡 关系 。 如 果 忆 = 41XAsXx…Xx4Ai， 则 称 瑟 为 万 
有 关系 ， 

慷 是 4xBL 上 的 二 元 关系 ， 也 虽 做 从 集合 4 到 集 台 台 的 关 
系 。 展区 定义 域 为 

{xlsE A, JyEB, (vw, YI ER}, 
只 的 值 域 为 

{yly€E B, JE A, Cw, yy) ER). 
如 果 C4，、35) EER， 我 们 说 a 与 5 有 关系 情 ， 记 为 ez 证 
858) 号， 我 们 说 4 与 5 没有 关系 及 ， 记 为 45， 当 A4=B 时 , 忆 
称 为 4 上 的 二 元 关系 。 

例 1 令 荆 是 整数 集合 IT 上 的 “小 于 关系 ”?， 因 4<6,(4, 6)》 
EL. 而 (6,4)¢ 工 , 

例 2 以 日 然 数 集 合 N 作为 万 有 集合 。 令 1 表示 “… 是 … 的 
倍数 ”关系 。4WW2，2 邓 4。 一 般 则 ， 

TUy<> I AEN 估 w= Ey, 
ee he a vwM1。 若 pEN 和 且 p>1， 从 pM 必 浴 
出 z=1 或 z= p， 那 么 Pp 称 为 素数 。 如 果 2ME2， 则 “为 奇数 。 

例 3 a a 来 。 
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例如 关系 

R={(z, gzl + lyl<1}. 
它 的 图 示 是 图 3 中 划 有 阴影 的 部 分 。 

对 比 上 映射 f: 4->B 和 4xBIE 
的 二 元 关系 瑟 ， 

f= {8%, vy)lzE A, yEB, ¥fEH 

fw) = yy)}, 
R= {(w, y) |zE A, VEB 并 旦 
rRy}. | 

并 的 定义 域 D,= 4, 而 及 的 定义 域 DaSE4。 在 了 中 ,如 时 (4, 纺 ) 
E 广 (zt)E7 必 有 纹 = 纹 ,了 在 玉 中 可 能 存在 办 E4,o% EB 
且 纪 天 姑 合 (zo，91) ER，(zwo, Vz)ER，。 所以， 关系 这 个 概念 是 
从 映射 概念 引伸 出 来 的 ， 它 反映 集合 间 的 联系 比 喘 射 还 要 广泛 。 

由 于 关系 是 集合 。 有些 关系 也 可 以 采用 归纳 定义 。 例 如 ， 和 
然 数 集合 上 的 “小 于 ”关系 的 归纳 定义 如 下 ， 

1” 《基础 语句) (0, 1) EB, 

2” 《归纳 语句 ) 如 果 (z, 4)ER, 则 (zw, y+1)ER, (z+1， 
y+1)€ER, 

3” 《给 结语 句 ) 及 只 由 有 限 次 使 用 1”"，2" 所 得 到 的 那些 元 
素 组 成 ， 


4.1.2 关系 的 性 质 


定义 4.2 RR 是 4 上 的 关系 ， 
1” 如 果 对 于 4 的 每 个 元 素 ”> 均 有 wRxw, 则 称 忆 是 自 太 的 。 
2” 如 果 对 于 4 的 每 个 元 素 ” 均 有 * 豆 rr， 则 称 书 蚌 不 自 友 


3” 对 叔 个 wz,yE 4, 如果 “By 必 能 推出 yRw， 则 称 E 是 对 称 


4” 对 每 个 z，9yE 4, 如 果 zRy，yRw 必 能 推出 = y， 则 称 
9 87 。 


五 是 反 称 对 的 。`. 

5" 对 每 个 r，osE 寺 如果 vBy，oyRs 必 能 推出 xRz. 则 稳 
卫 是 和 传递 的 ， 

从 这 个 定义 看 出 如 下 两 点 ， 首 先 ,一 个 关系 瑟 不 具有 “ 自 反 ” 
性 质 、 并 不 一 定 具 有 “不 自 反 ” 性 质 。 这 两 个 性 质 不 是 互 补 的 ， 
he th Ae 
素 z 使 z 瑟 z 成 立 。 其 次 关系 下 的 反对 称 性 可 等 价 好 部 述 成 : 如 
果 wy 且 wRy， 则 必 有 YE4。 

例 1 宁 母 表 汪 = {4, 5，-…,%,y, 2} 上 定义 的 所 有 行 纽 成 的 
集合 2* 上 定义 关系 Ri，Rz, Rs: 

vRiy 所 之 w 与 y 长度 相等 ， 

vRy 寺 >x 比 y 长 ， 

zBa0< 2 的 某 个 真 前 级 是 9 的 一 个 真 后 缀 。 
ee 

是 因为 ceRaca 而 op 和 30CP。 

例 2 在 补 + 上 是 义 Rss R;, Re; 

TRiy 寺 > 是 Wy 的 子 忠 ， 

TBaU<A > 与 4 都 丰 一 个 相同 前 非 空 前 缀 ， 
0BBag < 人 与 了 相等 。 
五 是 反对 称 的 ， 起 对 称 的 。 Rs 晓 电 对称 的 也 是 反对 称 的 。 

例 3 在 2* 上 定义 Rr，Rs，、Pn; 

mRry< 二 >$ 是 4 的 前 级 ， 

zwRaYy 守 这 是 的 子 学 ， 

Rey< >4 与 4 有 相同 的 字 任 。 
By 和 妨 s 都 是 传递 的 。 囊 不具 厅 传 包 性 ， 例如 obRobe, beRoed, 
但 是 eB8 瑟 scd， 


4.1.3 关系 的 各 示 
前 面 我 们 用 集合 形式 表示 4x 五 上 的 关系 召 
上 BS 中 


及 = 102r 2 人 4 yE B, Ry}, 
本 节 介 绍 另 外 丙种 关系 的 表示 形式 ， 即 关系 矩阵 和 关系 图 。 
设 驴 是 从 有 限 集合 4 到 有 限 集 从 了 的 关系 ， 其 中 4=tgm， 
does "samn}， 避 = 5102，……,ba}。 定 义 矩 阵 秆 = (ns3)， 
0 当 ai 到 六 时 ， 
Wi 1 当 oRb; 时。 
称 为 五 的 关系 短 阵 , 它 是 mxn 和 矩阵， 即 关 系 和 矩阵 作 的 行 数 和 列 
数 分 别 是 集合 和 4 和 集合 号 的 元 素 个 数 。 
例 1 A4= {a1, Qs, Ws}, B= {0,, be) 。 已 是 丸 Xx 吾 上 的 关系 ， 
R={(a,060), (a 62), (csyp2))。 
呈 的 关系 矩阵 站 是 3X2 知 阵 ， 


a 
M={011. 
00 


例 2 瑟 是 S= {1, 2, 3, 4) 上 的 关系 ，wRy< 寺 wy, 五 的 
关系 矩阵 下 是 4 阶 方 阵 。 
13111 
0111 
00111 
000 1 

从 于 面 关系 矩阵 的 构造 方法 看 出 , 对 于 有 限 集 合 4 上 的 关系 
五 ,如 果 关 系 及 是 自 反 的 ， 那 么 它 所 对 应 的 关系 赎 涟 戏 的 对 角 线 
土 所 有 元 素 乔 是 1。 如 果 关 系 吾 是 不 自 反 的 ,那么 关系 和 定 阵 下 的 
对 角 线 上 所 有 元 素 都 是 0。 如果 关 系 忆 是 对 称 的 ,那么 关系 矩阵 
A 是 对 称 罕 阵 ， 如 果 关 系 民 是 反对 称 的 ， 那 么 在 关系 矩 阵 好 中 
i 隆 j 且 mw=1 时 , 必 有 mi= 0. 或 者 说 当 5 王 j 时，mmey* miys 
= 0。 关 系 吾 的 传递 性 在 关系 年 阵 中 不 易 看 出 。 

1 关系 图 表示 法 是 把 有 限 集合 4= {gy gay， Co} 上 的 关系 只 

用 -个 有 疝 图 表示 出 米 。 其 作法 是 , 把 集合 4 的 每 个 元 素 用 一 个 


MM = 


+ 698 


点 表示 ( 称 为 和 结 点 )。 如 果 aoc 那么 从 铺 点 44 出 发 向 结 点 o 于 
一 有 箭头 的 弧 。 如 果 wpBe:， 则 在 结 点 a: 上 画 一 条 目 封 梧 的 弧 线 
《 称 为 团 )， 

有 限 集 合 4 上 的 任何 关系 都 可 以 用 关系 图 来 宸 示 , 关系 图 
直 阅 地 刻 划 出 该 关系 的 性 质 。 如 果 美 系 五 是 自 肥 的 , 那么 关系 图 
中 每 个 结 点 都 有 一 个 财 。 如 果 关 系 R 是 不 自 反 的 , 那么 每 个 结 点 
都 没有 图。 如 果 关 系 及 是 对 称 的 , a 与 aj 是 两 个 不 同 的 结 点 ,从 
ai 到 ar 有 条 器 ,那么 从 or 到 & 也 必 有 条 弧 。 如 果 关 系 及 是 反对 
称 的 ， 两 个 不 同 结 点 4; 与 @ 之 间 ， 从 & 到 a; 有 条 弧 ， 闭 . 么 从 
2j; 到 as 一定 没有 弧 。 如 果 关 系 BR 是 传递 的 ,从 wi 到 zs 有 条 首尾 
相 接 的 统 时 ,那么 从 ;到 oj 一定 有 一 条 直接 相连 的 弧 (图 少 。 


2 


关系 是 对 称 的 a 


关 票 中 是 传道 的 aa? 1 ， 美 隶 玉 是 不 自 反 的 ' 


图 4 
4.1.4 关系 的 运 掉 


从 集合 4 到 集合 的 关系 ,就 是 4xB 的 一 个 子 集 、 集 合 
之 间 的 棚 等 .包含 以 至 于 集合 间 的 并 、 交 、, 补 运算 可 以 直接 地 移植 
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到 关系 至 上 。 

定义 4.3 pi 和 p 是 从 集合 4 到 集合 P 的 两 个 关系 。P 和 
ps 作为 4x 五 的 子 集 而 言 , 如 果 ;三 ps， 那么 称 关 系 Pp 小 于 等 于 
关 了 系 ,并 记 为 Pi 大 pa， 

如 果 Pi 忆 Ps 二 Pi 隆 p2， 则 称 关 系 Pi 小 于 关系 Pp2， 并 记 为 
Pi< po, 

类 做 地 可 以 定义 之 和 >。 

两 个 集合 41, 4; 满足 4 三 4 其 含义 是 : 若 wE 41， 则 必 有 
atE 4:。 两 个 关系 pi, Ps 满足 户 委 pa 可 以 刻 划 成 , 若 pg， 出 必 
有 xpsy。 同 样 地 ，pP<pe 可 以 刻 划 成 ， 车 zplg， 则 必 有 2zpay, 并 


组 存在 zoE4，wEB， 使 得 wo PVo 有 wopata。 


定义 4.4 pi 与 p; 是 从 集合 4 到 柴 合 互 的 两 个 关系 。 定 义 
We PiN pa，prUpa，pi 为 
和 pi ps)y > rpY 且 wpzy， 
2( PiU pa)g<2pl0 或 2psy， 
spy IY, 
pi pe, Pi1U ps, P 分 别称 为 与 ps 的 交 , 并 及 pi 的 亿 。 
例 1 pi， pa 是 实数 集合 上 和 的 关系 ， 它们 的 定义 为 wpiy 
<>2=1，zDo<>Z= 一 0， 那么 
fpPi Upo)oW<A > 21= Jyl, 
例 2 实数 集合 上 的 关系 Pr，ps 定义 为 
CP YY VY iEY, 
那么 wD NN PY = 9， 
TY LY | 
集合 闻 基 本 的 运算 (U，N ,一 ) 满 足 的 运算 规则 可 以 原封 不 
动 地 移 到 关系 上 。 从 而 得 到 关系 运算 应 该 满足 的 运算 规则 ， 价 如 
交换 律 Pnp=pnp psUp=pUnpni 结合 律 (piUp2) Up 
= PiYU (po Up CN pd) Nps = pf (PN 1 等 等 。 
关系 还 有 两 个 特殊 的 运算 ， 合 成 运算 和 闭 包 运算 。 
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定义 4.5 pi 是 从 集合 4 到 集合 刀 的 关系 ，ps 是 从 红 合 户 
到 和 焦 合 C 的 关系 。 现 从 集合 4 到 集合 C 的 关系 paepPi 定义 为 
rt(P2a° Pp1NY 志 全 存在 zB 使 spiz, spay， 
并 称 为 pr 和 pa 的 合成 关系 。 
例 1 五 ， S 都 是 集合 A={1, 2, 3, 4, 5} 上 的 关系 , 共 中 
R={(1,2), (2, 2), (3, 4)}, 
S={(1, 3), (2, 5), (3, 1), (4, 2)); 
:那么 
RS={(1, 4), (3, 2), (4, 2)}, 
SoR={(1, 5), (2, 5), (3, 2)}, 
RS 及 8。 于 都 是 4 上 的 关系 ， 但 是 "SSeR， 可 见 合成 运算 
是 不 满足 交换 律 的 。 
定理 4.1 关系 的 合成 运算 满足 结合 律 。 
证 明 设 卫 | 是 从 集合 4 到 集合 BB 的 关系 ， 肪 ,是 从 和 集合 B 
到 集合 C 的 关系 ， 有 ; 是 从 集合 0 到 集合 万 的 关系 。 我 们 要 证 明 
Ra? (Roe° R1) = (Re* RaoBR1, 先 证 上 BBRgs (Rs? Ri1) 三 (BRa°* Ro)° Ri, 
如 果 &€ 4, &ED，(a, 9) EC Ra (Rs*R1), 据 据 关 系 合成 运算 定义 
知 存在 cEC, 合 (a, 0) €E PooRi, (0s 9)ERs. 又 由 (4@, 0) € Ry: 玫 :， 
根据 合成 运算 定义 知 存 在 8€ 用， 使 (a, 5) ER1, (5b, c)E Ro。 我 
们 把 (6,c) ER2，(6, 8) EB; 放 在 一 起 , 它 的 含义 是 存在 cEC 使 
得 (2， 0 0Q)ER， 从 而 (5，Q@)E RoR。， 下 把 它 与 
(ga,，b)E RH 结合 在 一 起 ， 知 存在 DE, 使 得 (0, 8)ERIH (2， 
0@) €E Ree Ra, 于 ya Q) E (Ro BR)° RI, 由 此 证 明 出 Rar(R2*Ri) 
ER Re) eR, 同 理 可 证 (BaoRasyB 拓 RioCRaseR) 由 集合 
包含 关系 的 反对 称 性 得 出 
Rae (Rs Bi) = (Rs Ro)o RR, 
证 毕 。 
利用 关系 合成 可 以 定义 关系 有 R 前 宪 。 三 = 刀 , 有 2 = RoR, RR 
= 已" 及 = RoeBR ,R= RoR= RR"!,…, 由 关系 合成 送 算 的 
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可 结合 性 知 对 任何 > 03 
R" = R™°R"-", 

定义 4.6 五 是 集合 4 上 的 关系 。 如 果 有 关系 有 ,, 它 满足 以 
下 三 条 ， 

1” BR; 具有 某 种 性 质 ( 如 : 自 反 性 、 传 递 性 ,对称 性 )。 

2” RER,, 

3” 对 于 任何 具有 该 性 质 的 关系 Rs， 如 果 BR， 则 必 有 
RiS<R. 
那么 称 Ri 是 吾 的 该 住 质 闭 包 。 

由 上 上面 的 定义 看 出 , 有 的 某 个 性 质 闭 包 就 是 包含 忆 且 具有 该 
性 质 的 最 小 关系 ， 

定理 4.2 有 卫 是 集合 4 上 的 关系 , 定义 集合 4 上 的 关系 已， 
Qs tA, 

QRtqo 寺 他 存 站 0，a1R"a,, 
Rf 是 关系 五 的 传递 闭 色 . 

证 明 首先 证 明 有 R* 是 传递 的 ,如 果 4,5,cE 4,4R+5b, DR cy 
那么 存在 m,*>0 使 4R"5,bR*e, 由 合成 关系 的 定义 知 4aR**R"6， 
即 wR*+*e。 这 说 明 wR*5, 所 以 关系 R* 是 传递 的 。 

再 证 明 RR+ 如果 4, 5EA4，aRb， 那 么 它 就 是 aB15， 所 
以 gaR+5， 从 而 RRt， 

最 后 证 明 R* 是 包含 瑟 的 最 小 传递 关系 。 不 妨 候 设 PP 是 任意 
一 个 包含 玉 的 传递 关系 。 如 果 c, 8E4，aBR 5 那么 存在 着 某 个 
确定 的 nw。 使 oY?5， 这 就 是 说 存在 着 n-1 个 元 素 q，42，…， 
ffn-1 亿 A， 使 得 

eRha, alia ,On_ olan Cn RD. 
由 于 有 <P， 显然 
cPa, Pas, "+, gr_sPani, Unbb., 
叉 由 了 的 传递 性 知 cP5, 从 而 R' 专 PP 
综 上 分 析 ， 知 Rt 是 巨 的 传递 闲 包 。 证 毕 。 
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”定理 4.3 五 是 4 上 可 共 系 ，7 呈 4 站 旦 要 关 生 ( 即 对 
任何 4EA,aI4a)，R' = 了 IUR 蛤 美和 到 必 弛 自 反 闭 包 、. 
定理 4.4 呈 是 4 上 的 关系 ， 定 义 4 .上 的 关系 到 
下 = {(y, vw)!(w, y) ER}., 
五" = 情节 是 玉 的 对 称 闭 世 ， : 
证 明 由 于 RR*= RUESR, 显然 RR" 如 果 &, 5E4， 
Rb5， 那 么 
aR"b<>aBb 或 4 
二 > oRD 或 DRG 
<-> bfRa 或 6Ra 
<—> pbR'o, 
RR% 是 对 称 的 。 设 PP 是 包 含 五 的 对 称 关 系 。 如 果 aBR*5， 世 4B 
或 5R0, 那么 必 有 cP8 或 5Pa。 由 于 了 是 对 称 关系 ，sPb 和 bPa 
不 管 哪个 成 立 都 能 推出 aP56。 从 而 R"<P， 
综 上 分 析 弗 BR" 是 及 的 对 称 闭 包 .证 毕 。 


4.2 等 价 关 系 


定义 4.7 集合 4 上 的 自 反 、 对 称 、 传递 关系 叫做 集合 4 上 
的 区 价 关 系 。 

召 是 集合 4 上 的 等 价 关系 。&a， bE 4, 如 果 aR8, 则 称 4 与 5 
等 价 , 如 果 aR5, 由 吾 的 对 称 性 知 5Rc, 那么 我 们 称 与 5 彼此 等 
价 。 由 只 的 自 反 性 知 集合 4 中 的 每 个 元 素 a 都 与 其 自身 等 价 。 叉 
由 如 的 传递 性 知 , 如 果 a 与 5 等 价 , 5 与 c 等 价 , 则 & 与 等 价 ， 

定义 4.8 瑟 是 集合 4 上 的 等 价 关 系 。 对 集合 4 中 的 每 个 
元 素 < 以 [] 表示 4 中 与 4 等 价 的 金 体 元 案 鬼 成 的 集合 , 见 

[el= {slwE€ A,0Re}. 
由 于 c 与 "等 价 ，aE[o]， 故 [o] 称 为 元 素 a 所 属 的 等 价 类 。 
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定理 4.5 部 是 集合 4 上 的 等 价 关 系 ， 

1° 对 于 集合 4 中 的 任意 元 素 “， 5, 或 者 [a]=[5], 或 者 
tajN 6) = 2, 

2° [Jesls A, 

证 明 

1” 对 于 集合 4 中 的 任意 元 素 和 5, 或 者 CBEB 或 者 aRD， 
两 者 必 居 其 一 。 

先 看 aR5 的 情况 。 册 五 的 对 称 性 知 5Re。 侍 取 wE[o]， 显 
然 aRz。 再 由 卫 的 传递 性 得 到 88%w， 妈 4 E553。 出 此 得 出 [4a] 
[53]。 反 过 来 ， 任 取 xE55J], 即 5Rz。 由 085 及 及 的 传递 性 知 
4Px， 即 ELa]。 又 得 出 [ 困 守 [a]J， 根 据 集 合 包 含 关系 的 反对 
称 性 知 [a] = [5], 

再 看 a 用 6 的 情况 。 如 果 [a] 中 [5] 关 人 ,那么 必 存 在 %E[al 
人 [58]， 即 zErc] 且 wxEL53。 由 等 价 类 的 定义 知 aRs 且 BPcz。 
再 由 且 的 对 称 性 和 传递 性 得 到 aR5，。 这 与 前 复发 生 矛 盾 ,， 放 不 
可 。 从 而 必 有 Eaj 人 站 [5]= 分。 

通过 上 面 的 讨论 可 知 ,彼此 等 价 的 元 素 属 于 同一 个 等 价 类 , 彼 
此 不 等 价 的 元 素 所 属 欧 等 价 类 没有 公共 元 素 。 

2” 任 取 a EL [c]， 元 素 ai 必 是 某 个 等 价 类 的 元 素 ， 不 
妨 假 设 wm Er[os]。 而 Fa 了 是 4 的 . 子 集 ， 故 crEJd。 由 此 得 出 
LI[oJS4。 


反 过 来 ， 任 取 w E4， 显然 ac[c]S HH [ec]。 又 得 到 
ASl [a], 
综 上 知 4= JLod, 证 毕 。 


定义 4.9 4 是非 空 集合 ， 集 族 .2 = {41， | de 
如 果 
1” 4 三 4, 1<j 和 hb, 


2” 4 人 44= 避 或 者 44= As， 1<i 基 jh 
3° {4,= 4, 
#1 


则 称 .sg 是 集合 4 的 一 个 划分 。 
不 难看 出 , 集合 4 上 的 入 价 关系 吾 记 应 的 等 价 类 集合 {[4]; 
leE4} 是 4 的 一 个 划分 , 它 也 称 为 4 对 于 关系 的 商 集合 ， 
例 1 2Z 是 驻 数 集合 。B, 是 Z 上 的 模 n 同 余 关系 , 4,y5Z， 
oR yn (2 一 0)<0== (modn), 


我 们 在 第 二 章 中 讲 过 ， 同 余 关 系 具有 自 反 性 ,对 称 性 和 传递 性 ,所 
以 BB, 是 ZZ 上 的 颖 价 关系 。[0], [11, …， [na 一 1 是 RB。 所 确定 的 
全 部 等 价 类 。 
例 2 号 基 复 狼 集合 C 上 的 关系， ww，vEC,， wRv 志 >1w| 
= |w| .显然 及 是 C 上 的 等 价 关系 ,在 
复 平面 上 以 口 点 为 圆心 的 圆 上 所 有 点 
在 同一 个 等 价 类 中 。 在 图 5 中 ， 以 0 
点 为 圆心 的 所 有 同心 园 是 该 等 价 关系 
确定 的 全 部 等 价 闫 。 正 实 轴 [0 ,co) 称 
为 它 的 代表 元 集合 ， 这 是 因为 每 个 等 
价 类 都 有 且 仅 有 一 个 元 素 在 该 集合 
中 。 - 
图 5 例 8 在 平面 几何 中 ,车 4 是 各 
种 平面 图 形 构 成 的 集合 。 如 果 一 个 图 形 经 过 平移 或 旋转 搬 到 另 一 
图 形 上 并 彼此 完全 重合 ， 那 入 就 称 这 两 个 几何 图 形 “ 全 等", 这 
种 “全 等 ”关系 是 等 价 关 系 。 彼 此 全 等 的 几何 图 形 构成 一 个 等 价 
类 


如 果 一 个 几何 图 形 经 过 成 比例 地 放大 缩小 而 变 成 另 一 个 图 
形 ， 那 么 就 称 这 两 个 几何 图 形 是 “相似 ?的 。 几 何 图 形 的 相似 关系 
也 是 等 价 关系 ,彼此 相似 的 几何 图 形 构成 一 个 等 价 类 。 例 如 所有 
的 加 都 属 于 同一 个 相似 等 价 类 ， 
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首 男 说 过 ,出 壬 价 关 系 可 以 确定 集合 的 一 个 划分 。 反 过 来 ,给 
定 一 个 集合 的 划分 也 能 确定 对 应 该 划分 的 一 个 等 价 关 系 。 
, 定理 4.6 4 是 非 空 集合 ，. 好 = {4i 4，:…，4,，,…} 是 4 

的 一 个 划分 。 定 义 集合 4 上 的 关系 ,ww,y €4， 

. eRy< 之 存 在 一 个 i,， 使 2€ 4, 并 且 yE4， 
则 关系 及 是 集合 4 上 的 等 价 关 系 ，。 

证 明 .好 = {41， A2,'** A, 人 是 集合 4 的 一 个 划 分 ， 4 
本 LA. 对 任意 xzE4, 必 然 存在 一 个 使 zgE4,, 从 及 的 定义 知 


Zl, 中 卫 是 自 反 的 。 如果 zy E42Ry, 即 存在 一 个 全 wwE4。 
并 且 YyE4。 于 是 VBRz， 忆 是 对 称 的 ， 又 如 果 2y，9， zEA4, rRy， 
nl, 即 存 在 4 和 了 使 Ed4，Y1E4，YEdr zE A,, 那么 
VEdnd，4n4 是 非 空 的 。 而 .4 是 和 4 的 一 个 划分 ,从 而 推出 
4i= 4。 由 wdi，z 全 4:= 4 得 到 wRz。 有 是 传递 的 。 

综 上 分 析 知 ER 是 集合 4 上 的 等 价 关 系 , 它 所 确定 的 等 价 类 集 
合 为 2 ,证 些 。 

在 一 个 集合 上 用 不 同方 式 定 义 的 两 种 等 价 关系 可 能 会 产生 同 
一 个 划分 。 例 如 4= {1,， 2,…, 9}。 在 4 上 定义 关系 RB 和 了,， 

wRYS>I| (4 一 四) ， 


&R2I<S >Y 与 4 在 撼 阵 吾 汐 同一 列 中 ， 


1 23 
B=|4561. 


7 39/ 


其 中 


RR 和 Rs 均 是 集合 4 上 的 等 价 关 系 , 它们 的 等 价 类 为 

C1j= {1, 4, 7}, [2]=1{2,5,8}, [33]= {3, 6, 9}, 
这 时 我 们 称 R= 有 R。。 这 是 因为 “划分 ”的 概念 与 “等 价 关 系 ” 般 修 
念 本 质 上 是 相隔 的 ， 


4.3 序 关 系 
序 关系 是 另外 一 类 重要 的 关系 。 
4.3.1 部 分 序 


”定义 4.10 集合 4 上 的 自 反 、 反 对 称 、 传 递 关 系 叫 作 集合 
4 上 药 部 分 序 关 系 , 或 叫 部 分 序 。 集合 4 和 它 上 的 一 个 部 分 序 P 
构成 部 分 序 集 , 记 作 《4, py>。 

” 例 1 实数 集合 及 上 的 科 和 >> 关系 都 是 部 分 序 。《R , 志 》 和 
《 民 , 之 》 是 部 分 序 集 ， , 

例 2 在 万 有 集合 吾 的 宕 集 多 (WY 上 三 和 宇 关 系 都 是 部 
分 序 。《gF( 吾 ), 三 》 和 〈 殉 ( 刀 )， 三》 是 部 分 序 集 。 

慷 是 集合 了 4 上 的 部 分 序 ，& 与 5 是 4 中 的 两 个 元 素 。 如 果 
aRb， 则 称 4 与 了 点 可 比较 的 。 由 吕 的 自 反 性 知 4 中 的 每 个 元 素 
与 其 委身 是 可 比较 的 。 由 五 的 反对 称 性 知 , 如 果 a 与 5 是 可 比较 
的 ,85 与 a 也 是 可 比较 的 ， 那么 必 有 a=5。 由 卫 的 传递 性 知 ， 如 
果 a 与 5 是 可 比较 的 ,5 与 6 是 可 比较 的 ， 那 么 4 与 c 是 可 比较 


.的 。 


一 般 说 来 , 集合 4 中 任 取 两 个 元 素 ， 它 们 不 一 定 是 可 以 比较 
的 。 例 如 集 族 多 () 上 的 三 关系 是 部 分 序 。 随 便 取 两 个 集合 , 它 
们 不 一 定 有 包含 与 被 包含 关系 ， 为 此 引进 线性 序 的 概念 ， 


4.8.2 线性 序 


定义 4.11 PP 是 集合 4 上 的 部 分 序 。 如 果 4 中 尾音 两 个 元 
这 4 和 5 都 是 可 比较 的 , 凤 ap5 或 5pc 至 少 有 一 个 成 立 , 那 么 称 p 
是 钱 父 序 或 完全 序 。(4， py 称 为 线性 序 集 ， 

前 面 例 1 中 的 《R,， < 短 》 和 《R， 关 》 是 线性 序 集 ， 

《4, Pp》 是 线性 序 集 ， 我 们 用 ap8 表示 cp 且 6 夫 0。 现 在 涉 


» a+* 


中 定义 Pa BEA, 1<b, jn (as gre, Ga) p! (brs ba, 
…， 5。) 当 且 仅 当下 面 三 个 条 件 之 一 成 立 ， 


1° (1, 2s Un) = (bi1, Db, ， ss 0.), 


2° GC1D51。 
3” 存在 自然 数 f，1<t<n-1， 使 4,=6,， 1 二 t， 而 
Genpberr, 


下 而 证 明 or 是 4” 上 的 部 分 序 。 

“首先 由 1° 知 六 是 自 反 的 。 其 次 ,如 果 (@ 82s …，qan)p'(B， 
b,，… ,Bb )， 那 么 从 定义 中 的 1*，2"，3" 都 可 以 推出 apb:。 同 
理 ， 如 时 C61; 85， … Ba)P'(ais qz … saa)， 推出 B51pa1。 由 Pp 的 
反对 称 性 知 ci = 54。 如 此 证 明 下 去 ， 推 出 gs= 5。，…, Gn= 5,， 即 
(qiy aa 9 Qn)= 《B19 bas 0)。 所 以 六 基 反 对 称 的 。 最 后 证 
明 p' 是 忧 递 的 。 如 《at，az，…， Ca) (Di Bo， pm》 BH CBDi, Das 
Pp' (er ca 0a) 要 证 明 C81 G2 …, a)P'(01s cz，…， 
?4)。 因为 (91; Gs， ， Gn) P' Cbi, Bas **s b,), 定义 中 的 1°, 2°, 
3° 必 有 共 中 一 条 成 立 。 而 (bi Bos pc cy Cn) 下 
而 的 (1),，(2), (3) 中 必 有 一 条 成 立 ， 

(1) (CBs bs, py， ba) = (cy coy wy Cr), 

(2) bipei, 

《3) 存在 自然 数 2，1<V<n -1， 使 嫉 = ci1 才 2 志 %, 而 
Buripovtrre 
加 果 1° 成 立 再 加 上 (5s,… 妃 )P'(c1, ca ;0s), 则 推出 tai， 
Gas PC ca wy C4)。 如 果 2° 成 立 . 即 a1pBb1。 又 由 (bis 
Bos bp (crs cy oo)， 不 管 (1) (2), (3) 哪 条 成 立 都 有 
bpes 那么 可 以 推出 capei， 从 而 (a1, #2， …， an)P' (eis Ca 
06a)。 辐 理 , 如 果 (1) 或 (2) 成 立 ， 再 阅 上 上 《qa1, 92; ;an)Pp' (01 
bs，…, bs,》 也 可 以 挫 出 同样 的 结论 。 因 此 只 剩 下 3 和 (3) 成立 
的 消沉 。 假 设 3° 和 和 (3) 成立, 且 t 汪 2+1， 那么 @,=8,= 06，1 


i 人 EV, 有 dr = Di 而 bv4pB25o419 从 而 vtiPCvi1s 即 (&1, 42,…， 
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Qa)P'(01，C2o， …， cr)。 而 当 3” 和 (3) 成 立 ， 且 #<2+1 时 ，o 
= 有 = ol B+= ctrlyat4155 1。 从 而 Ge41PCi+1 , Cas 
2s CryP Co Cas 17s C4), 

这 就 证 明了 p' 是 4” 上 的 部 分 序 。 实 际 上 Pp' 是 4 上 的 线性 
序 。 也 就 是 说 4? 中 的 任意 两 个 元 素 (al，ca，…，an) 和 (Bb1, bs， 
… ,Bb ) 都 是 可 比较 的 。 这 内 要 把 有 序 n 数 组 从 左 到 右 每 个 元 素 逐 
个 比较 即 可 。 比 较 的 过 程 是 ， 如 果 a1 去 寻 ， 因 P 是 线性 序 ， 必 有 
aiPpi 或 者 bpa, 那么 就 相应 得 出 (C61 G2 0)P'Cbi 02， '， 
b,) 或 者 (B14, bb5)P oa 04)。 如 果 a1= 51， 那么 我 
们 就 搂 下 去 比较 第 二 个 元 素 ww 和 Bs 一般 地 ,如果 a1=b 
go = bas = bt) 而 Bins 那么 gpbs41 和 1 4 
两 者 必 居 其 一 ,从 而 (Qi ca,…， co)p (D1， bz，… sb,) 或 者 (5 ,05s， 
…， Du)P (ai aa ,4n)。 最 后 如 果 两 个 有 序 ri 数组 每 对 元 素 都 
相等 ， 其 (1s Tos ,Cs) = (61, bss “**s 0 ), 这 时 仍 有 (is Gas 
“np CD, G0 ,Bb), 

在 4 上 如 此 定义 的 线性 序 p' 称 为 字典 序 。 它 在 计算 机 科学 
中 是 一 个 重要 的 序 关系 。 


4,3.3 极 大 元 与 极 小 元 


定义 4.12 《4, p) 为 部 分 序 集 ，x, YE4， 如 果 wfy, 并 且 
在 4 中 不 存在 元 赛 > 使 得 zfz， spy, 则 称 元 察 » 控制 元 来 ¢， 或 
者 说 元 察 2 被 元 来 y 所 控制 , 记 作 wby. 

广 部 分 序 集中 ， 不 是 每 个 元 素 都 控制 着 荣 个 其 它 元 素 ， 也 不 
是 每 个 元 素 都 被 别 的 元 案 记 控制 。 重 如 ， 部 分 序 集 (RR， 志 <》 中， 
每 个 元 素 都 不 控制 别 的 元 素 ， 并 且 每 个 元 素 也 不 被 其 它 元 素 所 控 
制 。 

定理 4.7 当 4 是 有 限 集合 时 ， 对 于 4 中 的 元 察 a， 如 在 育 
bE 4 使 得 pb, 那么 必然 存在 久 ， 使 ppm ， 即 “的 控制 元 素 一 定 
存在 . 
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证 明 《4, py 为 部 分 序 党 ，acE4， 存 在 8E4 月 638。 这 里 
有 两 种 可 能 性 , 5 是 4 的 控制 元 率 ，a55。 取 8 =5 即 可 ;5 不 是 
< 的 控制 元 素 ， 那 么 存在 六 E4， 太 关 使 c55 ,5528。 这 末 仍 热 
有 两 种 可 能 性 ， 2 是 a 的 控制 元 素 ap 1: 取 65'=6 好 本 ; 521 不 起 
4 的 控制 元 素 , 存在 52 直 Di 使 a6， D5sP51。 不 难 着 出 加 关 B8 (如 菩 
52=b， 那 么 bobbi 变 成 b65,， 再 加 上 Bb,55。 由 PP 的 反对 称 性 知 
8=D。 这 与 D1 关 5 巴 盾 ,， 故 不 可 )。 

如 果 我 们 一 直 找 不 到 元 素 6 的 控制 元 素 ， 上 述 过 程 就 可 以 无 
限 地 进行 下 去 ,得 到 无 限 序列 {641,52，… ,5,,，…}, 其 中 5,EA4 并 
县 ap'., 0.P Dn!, ?55。。， “yg bbbs, bopb, bP2, 这 里 Di Do， 
… gw，… 是 两 两 互 不 相间 的 。 这 就 与 4 是 有 限 集 合 相 刻 盾 。 于 
是 上 述 过 程 就 应 该 使 apb; 成 立 且 六 是 w% 的 控制 元 素 。 证 毕 。 

从 这 个 定理 可 以 看 出 ， 对 有 限 集合 4 上 的 序 关 系 p，4 中 的 
每 个 元 素 a 或 沽 没有 元 素 5 使 4623, 或 者 a 存在 控制 元 素 ， 

同 理 ，<《 和 4, p) 为 部 分 序 集 , 4 为 有 限 集合 ，4 中 每 个 元 素 4a 
或 者 没有 元 素 使 75， 或 者 a 控制 某 个 元 素 。 

例 1 2Z={1, 2,3,4,6, 12}。2Z; 上 上 的 整除 关系 是 部 分 序 关 
系 。 元素 1 的 控制 元 素 为 2，3。 元 素 2 的 控制 元 素 为 4，6。 元 
素 3 的 控制 元 素 为 6。 元 素 4 和 6 的 控制 元 素 为 12, 元 宕 12 没 
有 控制 元 素 。 

定义 4.13 《4, p) 是 部 分 序 集 , 对 于 集合 4 中 的 元 究 4， 如 
果 不 邦 在 元 察 6 使 得 a53, 则 称 < 为 部 分 序 集 前 极 大 元 。 

如 果 不 存在 元 来 5 使 得 $5c， 则 称 4 为 部 分 序 集训 极 小 元 。 

根据 定理 4.7， 每 个 有 限 部 分 序 集 可 以 绘 成 一 个 图 表 ( 称 为 
Hasse 图 )。 它 直观 地 把 序 关 系 表示 出 炎 , 对 我 们 深入 研究 部 分 序 
集 的 结构 带 来 方便 .在 这 个 图 表 中 ， 拉 小 方 是 极 大 元 ， 最 下 方 是 
极 小 元 。 其 余 每 个 元 素 向 上 用 线段 连 至 它 的 全 祁 控 制 元 素 ， 向 下 
”用 线段 连 至 它 的 全 部 被 控制 元 素 ， 
例 2 4= {1, 2,3}。 部 分 序 集 《多 (A4A), 刁 ) 的 Hasse 图 为 
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图 6，{1,2, 3} 是 极 大 元 ， 多 是 极 小 元 。 
fi 2 3} {2 3} 


tl) +2} {13} 


图 7 


例 3 《i{1}, {27, {3}, {1, 2}, {2, 3}, {1, 3}}, 先 ; 是 部 
分 序 集 ， 它 的 Hasse 图 为 图 7。 科 ,2}，{2，3}，{1，3}) 都 是 极 
大 元 ，{1} ，{2}, {3) 都 是 极 小 元 。 

例 4 B={1,2,3,5,6, 10, 15,.30}。B 与 其 上 的 整除 关 
系 构成 部 分 序 集 <B, 1>, 它 的 极 大 元 是 30, 极 小 元 是 1。 其 Hasse 


图 为 图 8 
和 六 : 
7 


图 8 图 9 
例 2 与 便 4 中 的 两 个 部 分 序 集 有 形状 相 同 的 Hasse 图。 这 
下 上 明 《多 (4), 刁 ) 与 4B, |》 尽 管 其 体 合 义 不 同 ,但 是 它们 的 序 结 
构 完 全 相同 。 我 们 把 有 相同 Hasse 图 的 证 个 部 分 序 集 称 为 是 序 局 
3 拘 的 。 
例 5 《fl,2,4,， 5,，10}， 反 ) 是 部 分 序 集 ， 它 的 Hasse 图 是 
一 条 链 ( 图 9)。 不 难看 出 ， 厢 限 序 集 是 一 个 线性 序 集 当 县 仅 当 它 
的 Hasse 图 是 一 条 链 。 
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4.3.4 最 大 元 与 里 小 元 


定义 4 《4, P》 是 部 分 序 绕 。 若 集合 4 中 的 元 ”， 对 于 4 
中 的 都 个 元 素 3 均 有 2%pr,， 则 称 > 为 4, p) 的 最 大 元 。 

若 对 4 中 每 个 元 素 4y 均 有 zpy， 则 称 z 为 最 小 元 . 

前 面 例 2 中 {1, 2, 3} 是 最 大 元 ， 儿 是 最 小 元 。 例 * 中 无 最 
大 元 和 最 小 元 。 合 4 中 30 是 最 大 元 ，1 是 最 小 元 。 多 5 中 10 是 
最 大 元 ，1 是 最 小 元 。 

下 面 分 析 最 大 元 与 极 大 元 的 关系 。 

， 定 理 4.8 部 分 序 集 《<4, py; 的 最 大 元 必 是 极 大 元 。 

证 明 用 反 证 法 。 令 zz 是 部 分 序 集 (4，py 的 最 大 元 ， 假设 
它 不 是 《4, py》 的 极 大 元 ,从 极 大 元 的 定义 知 必 存 在 YE4，2z52， 
即 wy 且 zapy。 由 于 z 是 《4，p) 的 到 天 元 。 对 于 YEG4， 必 有 
ypz。 再 从 的 反对 称 性 推出 =Y， 这 与 站 Y 矛盾 ， 故 不 可 , 所 
以 部 分 序 集 的 最 大 元 必 是 极 大 元 。 证 毕 。 

定理 4.9 部 分 序 集 《4, py 的 最 大 元 至 多 有 一 个 。 

证 明 ”部 分 序 集 不 一 定 右 最 天 元 。 如 果 4, p》 有 最 大 元 ,并 
县 假设 zy xz 和 4 都 是 最 大 元 ， 那 么 根据 最 大 元 的 定义 .2 是 最 
大 元 ,对 于 4 中 每 个 元 素 w, 特别 到 = wr 有 zopw1;， 又 zo 也 是 最 
大 元 ， 对 于 4 中 每 个 元 素 zg, 特 别 取 z= wi 有 wiPzo。 再 由 Pp 的 反 
对 称 性 推出 wi = ze。 这 说 明 当 《〈4，p》 有 最 大 元 时 . 最 大 元 只 能 
有 一 个 。 证 毕 。 

. 定理 4.10 4 为 有 限 集 合 ,部 分 序 傅 <4, Pp) 存在 最 大 元 , 当 

且 仅 当 4, p》 只 有 一 个 极 大 元 ， 

证 明 令 z 是 《4,P) 的 最 大 元 ,根据 定理 4.8 知 2 是 《4,p》 
的 极 大 元 。 假 车 除 此 之 外 《4, p>》 还 有 一 个 极 大 元 wol 隆 w)。 由 
于 z 是 最 大 元 ,应 xuoz， 并 推出 wopz。 这 与 z 是 极 大 元 矛盾 , 故 
不 可 。 也 就 是 说 《<4, py 只 有 一 个 极 大 元 。 

反 过 米 , 令 5 是 《4,P) 的 唯一 极 大 元 , 我 们 要 证 明 ” 必 是 (4， 
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P) 的 最 大 元 ， 任 取 集 合 4 的 元 素 4( 头 23， 由 了 个 是 汲 大 元 , 必 存 
在 妇 E4 使 y 记 ;,。 有 两 种 悄 况 :车 V1=%, 显 然 得 到 Px。 车 轨 天 
sw， 那 么 yf 也 不 是 极 大 元 ， 从 而 存在 3%,E€4 使 ysPy1 《显然 〈《?2s 关 
%)。 这 时 又 有 两 种 人 情况, 若 内 =Yz, 那么 从 ypyy， YPys 知 ypw， 
车 旭 关 zz， 那么 ya 也 不 是 极 大 元 ， 存 在 YsE4，, 使 yoPys (显然 
Ya 天 V1，Ys 大 YY) 这样 一 直 分 析 下 去 ,得 到 yy2, ys,"…。 它 们 
是 两 两 互 不 相同 的 元 素 。 由 于 4 是 有 限 集合 , 这 一 过 程 不 可 能 元 
限 地 进行 下 去 ,而 是 到 基 步 要 终 庄 。 也 就 是 说 ,存在 j, Yipyin 县 
Vt=% 于 荐 ， 从 
YPy, yiPyas rr YiBye, Vi 

推出 ypex。 册 gy 的 任意 柱 以 及 最 大 元 的 定义 知 z 是 《4， 的 最 
大 元 。 

综 上 分 析 , 证 明了 部 分 序 集 《4，p7》 存在 最 大 元 当 且 仅 当 《4， 
Pp》 内 有 一 个 极 大 元 。 证 毕 ， 

用 同样 方法 可 以 讨论 最 小 元 与 极 小 元 的 关系 并 得 出 类似 的 结 
论 ， 

4.3.5 上 界 与 下 界 

定义 4.15 《4, p> 为 部 分 序 集 。M 是 4 的 于 集 。 4 是 4 中 

个 元 素 ， 如 时 对 于 隆 中 的 任 害 苑 宸 m, 都 育 mpa, 则 称 a 是 

本 好 的 上 蜡 . 

如 反对 于 4 中 的 任意 元 泪 mm， 都 有 5pm，DE4， 则 称 8 为 


机 的 下 界 ， 
集合 4 的 任意 子 集 履 不 一 定 有 上 界 或 下 和 界 、 即 使 有 上 界 或 


4 $ 下 界 也 不 一 定 唯 一 。 例 如 《fl 2，3，4，5， 
人 6}, ]} 是 部 分 序 集 , 它 的 Hasse 图 为 图 10。 
景 小 元 是 1， 无 最 大 元 。4, 5, 6 是 极 大 元 
子 集 {1, 2, 4} 的 上 界 为 4, 子 集 {1, 3} 的 上 


加 10 界 为 3 和 6 多 子 集 43， 4} 无 上 界 ， 
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一 般 的 二 界 和 下 界 对 我 们 研究 问题 作用 本 大 ， 人 们 往往 关心 
的 是 最 小 上 界 和 最 天 下 界 。 它 们 定义 如 下 : 

定义 4.16 ccE4 是 4 的 子 祭 对 的 上 界 。 如 果 对 于 子 你 1 
的 每 个 上 界 > 均 有 aoz， 则 称 2 为 3f 的 最 小 上 界 

5E 4 是 4 的 子 集 佬 的 下 界 , 如果 对 于 于 集 MM 的 每 个 下 界 % 
雹 有 zr5， 则 和 福 5 为 女 的 最 大 下 界 。 


4.4 集合 的 势 


集合 的 势 是 用 来 度量 集合 规模 大 小 的 属性 的 。 对 于 有 限 售 
合 ， 可 用 集合 的 元 素 个 数 来 进行 度量 ， 对 于 无 限 集合 这 个 办 法 就 
行 不 通 了 。 为 此 我 们 需要 采用 一 种 新 的 方法 来 比较 两 个 集合 规模 
的 大 小 。 这 种 方法 应 该 对 有 限 集合 和 无 跟 集 合 都 适用 。 

定义 4.17 如 果 存 在 若 从 偶合 4 天 集合 中 的 双 射 ， 那 么 称 
集合 4 与 哲 合 蜂 等 势 , 记 为 4 一 也。 

钢 1 集合 入 ={0; 1,，2;……}， 入 = {0,2,4,…}， 定 义 觅 
射 了 N=>Ns，fCn)= 2n。f 是 从 NW 到 入 ;的 双 射 从 而 罚 和 
Ns 是 等 势 的 

互 是 万 有 集合 ,多 ( 囊 ) 是 所 有 集合 构成 的 集 族 , 集 合 闻 的 等 势 
关系 是 殉 ( 五 ?上 的 一 个 你 价 关 系 , 这 是 因为 任 了 到 4E 2( 瑟 ,在 在 双 
寺 产 A A, f(a) =@, A 一， 等 势 关 系 具 有 自 及 性 . 如 果 4， 
B,CEPF(BR), 4A~B, B~O,， 存在 双 射 上 9g, 其 中 ff, 4 一 B， 
9:B8~>0, 那 么 合成 映射 9 f; 4>O 仍 为 双 射 , 放 4~0， 等 势 关 
系 是 传递 的 ， 如 果 4，BE BLE), 4~B， 即 存在 双 射 f/，A->B， 

人 么 了 的 着 喘 射 三 !1.B 一 4 仍 为 双 射 , 故 B 一 4。 等 势 关 系 是 对 称 
的 。 综 上 知 等 势 关 系 是 多 () 上 的 等 价 关系 。 

利用 等 势 关系 可 以 把 所 有 集合 进行 等 价 分 类 ， 那么 在 一 个 等 

价 类 里 面 的 集合 是 等 势 的 、 
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4.4.1 痊 丈 集合 与 可 数 集合 


定 立 4.18 与 一 个 朗 然 数 集 合 的 断 片 10， n| = {0， 1, 2,-.…， 
n} 每 势 的 并 台 到 做 有 限 集 合 。 空 保 好 也 是 有 限 集合 。 不 是 有 限 
凉 合 欧 集 合 叫 似 无 限 集 合 ， 

如 果 集 合 4 与 10, w| 等 势 , 则 存在 双 射 4，10, nl ->4, f(4) 
=a， 凤 4={6, 21 G2，-…， a} 是 有 限 集 合 ,并 和 且 可 议 运 个 地 把 
它 和 怠 全 部 元 喜 枚 举 出 来 ， 因 此 洗 限 集合 的 劳 可 以 用 它 的 元 素 个 数 
米 表示 。 空 集 的 势 为 0。 

任何 有 限 集合 不 能 与 它 的 真子 集 等 势 。 这 是 因 为 4，,B 为 有 
限 集合 且 4cB, 则 必 有 14|<<1B|。 它 们 之 间 不 可 能 存在 双 射 ， 
故 4XB。 对 于 无 限 皇 合 就 没有 这 个 性 质 ,前 面 例 工 中 WsC ,但 
是 No~N。 

”定义 4.19 与 自然 数 贷 合 等 势 的 集合 一 做 可 数 无 限 集 台 . 

有 由 集合 和 可 数 无 限 集合 都 称 为 可 数 集合 。 非 可 数 集合 称 为 
不 可 数 集 合 ， 

甘 集 合 和 4 与 当然 数 集合 N = {0, 1, 2, …} 等 势 ,那么 存在 双 
射 Jf:N 一 4, 了 (四 =41，4= {go aa, …}， 所 以 可 数 无 限 集合 
可 以 还 个 地 裤 兴 它 的 元 烷 。 自 然 数 集合 的 势 记 为 .V5。 

下 面 看 一 个 不 可 数 集合 的 例子 。 

例 2 (0，1)={zloER，0<z<1} 是 一 个 不 可 数 集合 。 这 


是 因为 C= {3， i -“} coo, 1), 而 f:0>N， f(3) 


=%- 2， 是 双 射 ， 故 C~N，C 是 可 数 无 限 集合 , 显然 得 出 (0， 
1) 不 是 有 限 集合 。 
假设 (0，, 1) 是 可 数 无 限 集合 ， 《0，1) = {b,， b2, ***， bn “…}， 
其 中 
bi= 0.490"01n""* 


ba = 0, G21022" 2 


加 36 。 


六 = 0. GaGon Can 


我 们 了 到 了 =0.d0dd mwE(0,1)， 其 中 Goity 0, 9, $=1, 2， 
。 显 然 Q: 冯 01， 从而 2F{B1, po， yy，D }= (0, 1)， 产生 了 矛 
盾 ， 故 (0，1) 不 可 能 是 可 数 无 限 集合 。 从 而 证 明了 0, 1) 是 不 

可 数 集合 。 
可 以 证 明 (0， 1) 集合 与 实数 集合 R 等 势 。 证 明 可 用 图 11 米 


表示 。 我 们 把 开 区 间 (0，1) 的 有 有 
限 长 线段 弯 成 一 个 半圆 ， 用 无 限 长 
的 横 举 标 轴 来 表示 实数 集合 及， 横 
坐标 轴 与 半 属 弧 相 切 于 加 缴 的 中 C0, 1 ， 
点 。 如 果 从 半圆 的 圆心 引出 直 线 ， 图 11 

使 之 与 半圆 和 横 坐 标 轴 相 交 ， 这 两 个 交点 必然 成 对 出 现 。， 从 而 能 
够 形成 从 (0, 1) 到 及 的 双 射 。 故 (0, 1) 与 及 具有 相同 的 势 ， 记 
作 -4Yr。 


4.4.2 势 的 天 小 


”定义 4.20 ”如 果 第 合 4 与 集合 B 的 一 个 子 集 等 势 ， 则 称 B 
支 厄 4, 记 为 4XB, 并 且说 4 的 势 二 了 3 的 势 。 

- 如果 4 入 召 且 4*8B, 则 称 4<xB, 并 且说 4 的 势 一 了 3 的 势 。 

例如 ， 自然 数 集合 NC 实数 集合 及， 且 N~N， 故 自然 数 集 
合 世 的 势 .f 去 实数 集合 只 的 势 .人 。 又 因为 NXR， 记 以 -人 
<N, J 
定理 4.11 名 (4) 是 集合 4 的 至 集 , 那 么 4 的 势 小 于 (4) 
的 势 ， 刀 4< 峰 (4). 

证 明 令 了 4>i{{a}la€E4}, f(a)= {a}, 为 双 英 ， [5 

~{{a}ja€E 4}. 而 (ta}llaE 4}CgB(A), 得 出 4 (4). 

假设 4~ 儿 (4)， 则 存在 双 射 9: 4 一 多 (4)。 我 们 把 集合 4 
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的 元 素 分 成 两 类 ， 内 部 成 员 和 外 部 成 员 、 如 果 aEg(A4)， 则 称 a 
为 内 部 成 员 , 伯 风 称 为 外 部 成 员 , 令 B= {sls€E4, zt&g(z) TS4， 
邹 了 是 全 体外 部 成 员 构 成 招集 合 , 它 是 4 的 一 个 子 集 ， 
BEP(A)YL 由 二 9 是 满 射 ,存在 5E4 使 得 g(8)= 哺 ， 如 困 这 个 
元 素 是 内 部 成 员 , 应 该 5Eg(5) = ,而 B 为 外 部 成 员 集合 ， 产 
生 矛 古 ， 政 不 可 。 如 果 该 5 是 外 部 成 员 ， 应 该 5 9g(5)=B， 这 
与 BB 是 全 部 外 部 成 员 和 构成 的 集合 相 蔬 盾 ， 故 不 可 ,由 此 得 册 
4 多 (4)。 再 联系 前 面 的 结论 4 性 (4)， 得 到 4< 儿 (AA). 证 
毕 。 

定理 4.12 ”集合 间 的 支配 关系 是 部 分 序 关系 。 

证 明 对 任意 集合 4， 存 在 双 射 志 4~4，7o)=z。 又 4 
三 4, 于 是 4R4. 所 以 支配 关系 是 自 反 的 。 如 果 4B 且 BO 
妈 存 在 双 射 ;A>B， 双 英 9g: B01, 其 中 Bi 守 B,， COCO。 令 
gtB1)=C。SO，g 是 从 Bs 到 人 Os 的 双 射 ， 从 而 gf;4>0s 是 双 
射 ,和 而且 CEC。 于 是 得 册 4XC。 这 就 是 说 支配 关系 是 传递 的 。 

下 面 证 最 支配 关系 的 肥 对 称 性 .已 知 4 帮 B, BS4, 即 存 在 双 
射 ;4 一 Bl， 双 射 9:B->4d， 其 中 玉 SB，4E4 从 而 4 一 Di 
B~A1。 令 g(B1)= 4 三 41 三 4，9:B1->4s 为 双 射 ,网 殖 一 4o。 
再 由 等 势 关 系 的 传递 性 得 出 4~4，， 即 存在 双 射 有 ,44s, 那么 
下 列 式 子 成 立 ， 


h(A) = A,, 其 中 了 zc.4d1。 (C1) 
hCA1) da3， 其 中 As 守 4,, (2) 
Ah(4do) = 44， 其 中 4 三 4 《3) 


ht As} 三 ss» 其 中 4d5 握 di (4) 


从 而 4 二 4 三 4s 宇 二 A 二 4 由 (1 ) 和 (2) 得 到 有 (A -4,) 
= 有 (A) 一 htA1) = 4s ~ A4s3。 于 是 有 

A4— 4A1~ .As — A;, (5) 
由 (3) 和 (4) 得 到 有 4s 一 48) = 有 (4s) 一 Ade)= 44 一 4s。 于 是 有 


® 38 。 


As~ ds~ As~ As, (6€) 
令 集 人 台 Q= 4 四 40… 人 4 人 An 任 取 集合 和 女 的 元 素 
a， 有 如 下 两 种 可 能 性 . 
1” a€A,, d=1,2, ,PT aEO, 
2° EA A n=1, 2,…。 
坏 然 有 
A=OU A- AD LUCA ~ A UC A As} ls 
A1= OU CA — AU (CAs mA)U (As -AU 
又 由 (5)，(6),… 诸 式 得 到 
CA A A A Ue (As As) UY (A ~ As) Us 
下 存在 双 射 六 (4-4)U (ds- 4) UU (ds ~ A) UYU (ds 
一 4) 忆 …。 再 定义 一 个 新 的 映射 六 :4->4， 
_ ffot4)， 如 果 & EC4-- A1)U(4s- As)U…， 
RR oe CD Oe a 
不 难看 出 访 是 双 射 , 即 4 一 41。 再 由 B~4 推出 4~B， 这 就 证 
明了 支配 关系 的 反对 称许 。 
综 上 知 支配 关系 是 部 分 序 关 系 。 证 毕 。 


4.4.3 无 限 集 合 


定理 4.13 每 个 无 限 集合 都 含有 一 个 可 数 无 限 闻 和 集 . 

证 明 4 是 无 限 集 合 ， 显然 它 不 是 空 集 。 和 存在 dE 4A4。 集合 
妆 一 taz} 仍 是 无 限 集 合 。 问 理 ， 必 存在 caE4-{el,， 显然 a 
汉 q1。{Q1;02} 是 4 的 子 集 。4- {tei, al 也 是 无 限 集 合 。 如 此 进 
行 下 去 ， 得 到 有 = {013029 "sns""*} 是 4 的 子 集 。 《天 7 了 ， 好 与 Gy 
两 两 王 不 相同 ,那么 S 就 是 无 限 集合 4 的 可 数 无 限 子 集 ， 证 毕 ， 

定理 4.14 每 个 元 限 集合 都 与 它 自己 的 一 个 真子 集 等 势 。 

证 明 4 是 无 限 集合 ， 由 定理 4.13 知 它 有 一 个 可 数 无 限 子 
集 &8= {e420，…; cn，…}。 构 造 映 射 f, 4 一 4 {a1}， 


9 9 。 


a, Ed4d4-AS， 
了 a aESH ae=a, 
了 是 双 射 ， 即 4~4- fc。 证 毕 。 
利用 本 定理 ,定义 4.18 可 以 改写 成 , 一 个 集合 如 果 与 其 真子 
集 等 轨 ， 就 称 这 个 集合 为 无 限 焦 合 ， 不 是 无 限 集合 的 称 为 有 限 集 


.人 
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习 题 
1. 吾 是 力 有 全 合 。 在 网 ( 瑟 ) 上 定义 的 下 列 关系 具有 什么 狂 质 
(1) SoT © SN T=D, 
(2) SpsT STIT+oD, 
(3) Spa7 3 ST, 
{4) SpsT 只 SET 
(53) SpsT OS=T, 
2， 在 整数 集合 Z 上 给 出 三 个 关系 ,它们 分 别 具 有 如 下 人 性质: 
《1) 月 反 、 对 称 ， 划 不 是 传道 的 ， 
(2) 自 反 ， 传 说 :但 不 是 对 称 的 ， 
《3) 对 称 ， 传 递 ， 但 不 是 卢 反 的 ， 
3. 令 有 上 4={49,51es 中 ， RL 和 了 Bs 是 4 上 的 关系 ， 其 中 
R={(a, a), (a, b), (b, DD}, 
Rs= {a, 40), (5, ¢), tb, a), (cy b)}s 
宗 Bie Rs Rao Ri Bl?, Ro', 
4、KL 妨 从 集合 Rs RB 和 是 从 集合 4 到 集合 B 的 关系 . 证 
朋 : 
Rio{ReN RA)CSRIo RN Bo Bs. 
5. 证 词 屯 ' 一 74U 玉 是 吾 的 自 反 用 包 。 
6. NN 是 自然 数 和 集合 ,六 是 NxXN 上 的 关系 ，(ey pb)，(c GEAXxIS。 
(a DD)~(b,ad) ca atdb+c, 
这 加 和 ~ 是 NXN 上 的 等 A 并 在 Y 一 Y 平面 上 画册 居所 确定 的 等 价 妆 ， 
7， 今 4 二 民 , 2, 3, 位， 在 多 (4) 中 定义 关系 ~: 
B~_T ”181 = 1TI. 
Se 多 (4) 上 的 等 价 关 系 ,并 写 出 它 的 商 集 (4)/ ~。 
.RR* 为 非 零 实数 集合 ，z，2ER*， 定义 R* 上 的 关系 p 
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恢 明 ; p 是 R* 上 的 等 价 尖 系 ， 列 出 所 有 等 价 类 的 代 囊 元 。 
9. 及 为 裤 数 集合 ， 在 及 上 定义 关系 p, 7T,yER， 
zpy 她 了 与 y 相 差 一 个 整数 。 
证 能 : e 足 及 上 的 等 价 关 系 。 写 嵌 全 部 标价 全 的 代表 元 ， 
10， 避 是 集合 屋 上 前 称 分 序 ，4 沁 王 的 子 集 ， 还 明 瑟 PLXd) 是 4 上 的 一 个 
部 分 序 。 
11. 4 是 芷 空 集合 。 架 合 4 上 的 爹 体 二 元 关系 组 成 集合 BB， RE B， 如 果 
TE 则 必 有 zzRIy。 那 么 记 BB1 才 B， 计 明 《B，, 芝 》 是 部 分 序 集 。 
12。 画 出 下 列 集合 上 整除 关系 的 Hasse 图。 
(1) 41,2, 3,4, 6,8, 12, 24}. 
《2) {11; 2, 3; 4, 5, 6, 7, 839, 10, 11, 12}, 
13。 画 所 图 12 中 各 关系 的 Hasse 图 ， 


《1) (2) (3) 《3) 
图 12 


14.。 说 明 只 包含 三 个 元 案 的 部 分 序 焦 共有 五 种 不 同 的 asse 图 。 
15. Z 为 整数 集合 , 在 Z* 一 2Z~{0} 上 定义 所 关系 ,m,nEZ*, 
| 牧人 册 十 绰 * 天 站 且 mn] 
证 明 : 《Z*"， 失 >》 是 部 分 序 集 ， 它 是 藻 有 有 大 元 ,最 小 元 ， 极 大 元 , 极 小 元 ? 

16. 4 是 任意 集合 ， 诺 部 分 序 集 《多 (4d)， 己 》 中 取 子 集 序 列 {84} ，{a1s qs} ; {a 
Css Ga ss {41 Gz tn} ,es 它们 的 并 集 是 次 是 多 (4) 的 一 个 极 大 元 ? 为 全 
么 ? | 

17. 《3, 所) 是 部 分 序 集 ,，5 的 任 一 非 空 于 集 寻 均 含有 极 小 元 当 且 仅 当 8 的 递 际 
序列 &1>as>>>an 记 … 必 线 正 于 有 限 项 ， 

18， 证明 一 个 有 限 集合 与 一 个 可 数 梨 合 的 并 是 志 数 集合 ， 

19. 证 表态 XN 是 可 数 集合 ,这 里 NN 是 种 然 歼 集合 

20。 证 明 及 X 及 与 实数 集合 尺 等 势 ， 
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5 和 群 论 初步 


从 本 章 起 开始 讲述 群 , 环 ， 域 , 格 等 代数 对 象 芍 基本 性 质 。 它 
是 学 习 和 研究 理论 计算 机 科学 不 可 缺少 的 工 只 。 

今后 我 们 主要 研究 对 象 不 是 代数 结构 中 的 元 素 特性 ， 而 是 各 
种 代数 结构 本 身 和 和 不同 代数 结构 之 问 的 机 互联 系 ( 同 态 )。 掌 握 其 
中 体现 的 丰富 的 数学 思想 和 方法 ， 比 背诵 定义 和 名 词 要 重要 得 
多 。 


5.1 群 的 定义 与 简单 性 质 


定义 5.1 GQ 是 非 空 集合 ，* 是 G 上 的 妇 法 运算 ， 如 果 它 们 
满足 如 下 要 求 : 

1” G 对 于 乘法 * 是 封闭 的 ， 邑 va, 8 EC，axpE 

2” Ya, b,cEG or(bxc)= (axp)*c， + 满足 结合 律 。 

3” 存在 ecE，YaEG erda=are=C。 8 称 为 单位 元 。 

4” Ya 如 , 存在 c' EG 使 得 2'+a=a*a'=s，a' 称 为 5 的 道 
宛 。 
孵 么 连同 * 称 为 一 个 器 ， 记 为 《Ge >。 

如 果 只 满足 1", 2", 则 称 《GG,*) 为 半 群 。 

如 果 只 满足 1 ;2° ,3°, 则 称 《f, +) 为 带 1 半 群 。 

定义 5.2 在 群 <,*》 中 , 如 果 对 任意 4a, 了 EG, a+D= hta,， 
则 称 《G,*> 为 交换 烙 ( 或 称 为 阿 贝 尔 群 )， 

例 1 4 是 韭 空 集合 。( 多 (4),U) 是 带 1 半 群 。 EP(A) 
是 单位 元 。 

例 2 字母 表 包 上 的 所 有 非 空 字 组 成 集合 马 + ,对 于 字 的 连接 
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运算 . 构成 半 群 (2*,，…》 

例 3 有 理 数 集合 Q ,在 普通 加 法 运算 之 下 形成 交换 群 ,《Q， 
+ >。 其 单位 元 为 0, 每 个 元 素 的 逆 元 就 是 它 的 负数 . 

例 4 非 零 实数 集合 R* ,在 普通 乘法 运算 之 下 形成 交换 群 ， 
《R*，">。 其 单位 元 为 1。 每 个 元 素 的 道 元 就 足 它 的 倒数 。 

例 5 令 G={1, -Tb- 庄 , 对 杆 复数 乘法 构成 石 限 交 换 群 
《G,*》>。 G 中 任意 两 个 元 素 的 乘积 可 用 下 而 的 群 表 表 示 


| 
1 1 —1 1 ~i 
一 1 1 一 1 1 一 1 
i 1 -1 一 1 1 
2 i 


例 6 令 Z,= 1{[0],[1],…,En-1 了 1}),; 共 中 [条 是 模 n 同 余 i 的 
记 有 整数 构成 的 集合 。 我 们 夺 2Z; 中 规定 + 运算 ，[al+[586]=[a 
+ 拉 。 由 横 ” 同 余 类 定义 知 , 如 有 孙 fat= [cs], L551]=[5sJ], 那 么 
[Lz +b.] = [gs + 5s], 即 而 余 类 的 加 法 定义 与 同 余 类 的 代表 元 选取 
是 无 关 的 。 所 以 这 样 的 如 法 定义 是 确定 的 ， 我 们 称 它 是 “可 定义 ” 
的 。 不 玲 恰 证 (2,, +》 蚌 交换 群 ,[0j 蚌 它 的 单位 元 ,LQ] 的 逆 元 是 
[ -aj, 
从 群 的 定义 ， 我 们 可 以 定义 群 台 中 元 业 的 方 坚 
bi 一 一 一 ~ 
人 = Chk 人 机 
显然 sa = va") =9”。 如 果 将 从 中 元 素 5 的 道 元 a 记 
成 3-:, 那么 
Gra! =at0 一 Gy 
多 ?3" =6e。 显然 4 了 = (0 了”= (CD 
在 群 《<G,*》> 中 的 运算 * 不 一 定 满足 交换 律 。 当 运算 * 满足 交 
换 律 时 ， 一 般 写 作 * +”。 群 的 单位 元 称 为 零 元 ， 元 素 的 道 元 称 为 
负 元 。 在 交换 群 中 ， 
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L 
4C 二 区 十 @ 十 十 Ci 
mine= (m+n, 
mna) = (mn)a, 

定理 5.1 在 群 < 他 ,+ 中 左 消去 律 和 右 消去 德 成 立 , 风 Yc， 
EG, 如 果 a*5 = a#c, 则 必 有 53=c， 如 困 Bxg= cxe, 则 心 在 =r， 

证 明 如 困 &*5=axe, 由 群 定 广 中 各 知 ， 他 中 每 个 泡 素 都 丰 
赣 元 。 死 素 & 的 道 元 为 of。 我 们 用 w' 堪 乘 这 个 等 式 

a’* (a*b) = Qa#(0r0), 
又 由 群 定 义 中 的 2" 知 ,运算 * 满 足 结合 律 ,得 到 (a'*4)*2= (a'*0)* 
ce。 从 道 元 的 定义 和 单位 元 8 的 定义 知 g'*a = @, exb= 28, exc= 06, 于 
是 最 后 得 到 5=c。 这 表明 在 群 9 的 等 式 中 可 以 消去 等 式 两 边 最 
无 的 公 因 子 , 即 左 消去 律 成 立 。 

辣 理 可 以 证 明 右 消去 律 成 立 。 证 毕 。 

定理 5.2 在 群 4G,*》 中 ,方程 csx=b 与 ya= 有 唯一 
解 - 

证 明 令 z=a'*b 代入 方程 ax%=5 中 , 使 得 
Q* (20'#b) = (Gta' rb = erb=b, 
它 说 明 z = c*2 是 方程 a+% = 的 解 ， 

现 假设 x 和 zs 都 是 方程 sz= 2 的 解 , 即 crol= 3,c*Yo = 0 
于 是 有 a+w1= arza， 利 用 左 消 去 律 得 到 ，。zr = x2。 这 语 是 说 如 本 
方程 ax% = 2 有 两 个 解 ， 那 么 它们 必需 相等 。 

综 上 知 在 群 《G,*》 中 方程 kz = 五 有 解 , 并且 解 是 叭 一 的 。 

辣 理 可 以 证 明 方 程 y*a = 有 了 唯一 和 解 。 证 毕 ， 

定理 5.3 烙 《<9,*)》 中 前 位 元 各 逆 元 是 唯一 的 。 

证 明 假设 e, 和 es 都 是 群 @ 的 单位 元 ,因为 6 是 单 位 元 ， 
va EG axel=4a， 特 别 取 4=6es， 那 么 esot61= el 又 因 es 是 单位 
元 , Ya EG, ez*0 = 特别 取 &= el, 那么 earet=e。 从 而 el=e6x， 
印 群 台 的 单位 元 是 唯一 的 。 
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假设 ol oa EG 都 是 gx 的 道 元 ,由 道 元 定义 郑 CisC= ee，@oe 
&= 8, 名 Q1ra=gorxgq。 抽 用 右 消去 待 得 人 到 al = cs， 即 是 妊 好 中 元 
素 4 的 逆 元 是 唯一 的 。 证 些 。 

定理 5.4 在 群 <G,*》 中 ，ve,5EG。 

1” (2')'=&, 

2° (a8) = #8, 

证 明 

1” 《a )' 是 @ 的 道 元 , 4a' 是 ca 的 送 元 ， 出 逆 元 的 定义 知 
(az =ey 90 = gs 邯 (cs8= gra'。 由 右 消 去 律 知 (0 
= 4。 

-2° (AD)* (OD #2) = er beb') ra! = Gr0' = 0, 
(已 (CC = Or(0 rq) b= bb= 8, 

由 道 元 的 唯一 性 知 est) = 6b'*ra’。 证 上 毕 , 

注意 ， 蛮 群 中 习 积 求 道 满足 脱衣 规则 ， 

定义 5.3 在 群 <G,*) 中 ，G 是 有 限 红 合 ， 则 称 <QG,*》 是 有 
也 群 ， 其 阶 数 为 | GQ |. 

定义 5.4 在 属 <G,*》 中 ,aEG, 如 果 存 在 %%, 它 是 满足 a"=。 
的 最 小 正 整 效 ， 则 称 元 案 z 是 ” 阶 的 。 如 果 那 衬 的 ”不 存在 ， 财 
称 元 素 c 悬 无 限 阶 的 。 

我 们 考虑 集合 4， 其 中 acEG，Z* 为 非 零 整数 集合 ， 

A= {dEZ*, := 0} 

当 有 4= 好 时 , 4 是 无 限 阶 元 。 当 4 了 才 作 时 , 那么 4 中 必 有 正 整 数 ， 
《这 是 因为 如 果 -m<0,， 上 且 -m€4 即 4c "=e, 那么 必 有 a"=@， 
吕 m>>0 且 mE4。) 这 时 4 是 有 限 阶 的 ， 共 阶 数 是 4 中 的 最 小 
正 整 数 mw。 集 合 4 有 如 下 性 质 

1” 着 和 YE4、 由 和 二 FE 4。 

2” 荐 mEA, cE2+,W emE 4, 
不 难 证 明 

如 = 人 | 天 全 DY+}。 


志 就 是 说 ， 如 果 a"=e， 那 么 mn 必 是 元 素 &a 阶 的 整数 倍数 

倒 1 在 整数 加 群 4&, +> 中 ， 除 零 元 0 的 阶 为 1 以外， 所 
有 元 素 的 阶 都 是 无 归 的 。 

例 2 模 6 同 余 类 群 4Ze，+》 中 , [01 是 1 阶 元 , [1]，f5] 
是 6 阶 元 , [2], [4] 是 3 阶 元 , [3] 是 2 阶 元 。 

例 3 在 群 (GQ@,*》 中 , 9,8EG, 它们 分 别 是 mm 阶 、n 阶 元 ， 
(myn) = 1。 如 果 arb= bras, 则 a*5 是 mn 阶 元 ， 

证 明 设 ax6 的 阶 为 有 ， 

(Qs0)™ =a""#b""= (a")"*(0")"= et0~= 6, 

得 知 由 nan。 

由 于 gz5 的 阶 是 5, (as5)*= 6， 

e= (ash) m= (0 b= bm 

因为 8 的 阶 为 nw 放 njkm, 又 由 《mm)=1 知 nj 间 理 可 以 证 
明 ml#。 从 而 Emo 有 即 nl 

综 上 知 上 = men, 


5.2 群 定义 的 进一步 讨 


本 节 介 绍 群 的 岂 个 等 价 的 定义 .从 而 更 进一步 探讨 群 的 人 性质， 

定理 5.5 G 是 非 空 的 合 , * 是 G 上 的 运算 。 如 果 

(1) Ya,b EG, arDEC， 

(2) Ya, b, e EG, ar(bec) = (asb)*e, 

(3》 存 在 6e,€G, 对 一 切 a€G, cre,= a，e, 称 为 右 单位 元 ， 

(4) Ya EG， 存在 a' EG 使 得 a*a’ =e,。 0’' 称 为 4a 的 上 右 雍 ， 
那么 < 侣 ,*》 为 群 。 

证 明 对 照 定 义 5.1， 我 们 只 要 证 明 右 单位 元 一 定 是 左 单位 
元 ， 右 闭 一 定 是 左 逆 。 

先 证 右 逆 一 定 是 左 道 ， 印 已 知 ese' = er， 证 明 aira= er。 现 
设 wr 是 a' 的 右 送 ，czG" = ers 
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名 (和 (ar¥@)#e,= (A #0 (rm toa) = rar = 6 
a' 也 是 & 的 左 送 ， 
再 证 右 单位 元 一 定 是 左 单位 元 。e' 是 & 的 道 元 
ET = (OHO N= a0 #0) = a+e,= 0 
证 毕 . 
定理 5.6 4G 是 非 空 集合 , + 是 G 上 的 运算 , 如 果 
1) YeaEG，etb 和 二 
2) VCDpye 和 加 (CrD)+O=k(L+rD)。 
3) Ve,48€E0G, 方程 azw=b 和 Wra=b 在 中 都 有 解 。 
继 么 “和 ,> > 为 咯 。 
证 明 与 定理 5.5 比较 ， 我 们 要 证 明 从 (3) 推 出 中 有 右 单 
位 元 并 且 任 意 元 素 均 有 右 道 。 
由 3) 知 方程 csz2=4 直 性 中 有 解 ， 我 们 选取 其 中 一 个 记 为 
er 即 a+e,= 4。 任 了 到 G 的 任意 元 素 b, 由 3) 知 z#a= 2 在 @G 中 有 
解 , 我 们 选取 其 中 一 个 记 为 @, 即 dx4=5。 那 么 
bre,= (Qa)*e, =d*(a*e,) = d+a = 2, 
这 说 明 e, 是 恕 的 右 单 位 元 。 又 由 3) 知 wart=e 在 台中 有 解 ,并 - 
记 为 @"， 即 era =er， 那 么 o 是 4 的 右 逆 。 证 毕 。 
定理 5.5 和 定好 5.6 是 与 定义 5.1 等 价 的 琴 个 群 定义 。 它们 
的 等 价 性 证 明 过 程 如 下 里 所 示 。 
| a a We 
人 \\ 
定理 5.2 一 六 定理 5.5 
A 、\ 
1) 2) 3) —> (1),(2),(3),(4) 


定理 5.6 


定理 5.7 G 是 有 限 集合 ,* 是 G 上 的 运算 。 如 果 

1” Va, EG, obpEo, 

2° Ya,b,eEG, (osb)*c= a*(o*+c), 

3” YaEGarw= grv, 推出 oa = 2x, 或 者 Y2 EG,Y 0= yaea 
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推出 Yi = Ys, 
那么 “G, *〉 是 群 . 

证 明 令 G= {ers cs …, ar}， 任 取 侣 中 的 元 素 4， 用 < 无 
隘 如 的 每 个 元 素 ， 所 右 乘 积 构成 一 个 集合 人 @ 

人 = {CxG GE 7 ORE, }o 

由 1° 知 gra EQ，1<i<n， 即 人 SEG 又 由 3 知 泊 $7 了 时 ， 
fti 夭 Crytj， 于 是 1G'|= |G| =n。 显 然 得 出 仿 = 只。 这 表明 性 
取 侣 的 元 玉 &,58， 方 程 ax2= 了 均 有 解 。 

同样 ， 考 虚 G" = {ai*eyasrdy yaoxcy， 可 以 证 明 任 取 台 的 
元 娄 ,2， 方 程 y*a= za 均 有 解 。 E 

由 定理 5.6 知 (G,*》 为 群 。 证 毕 。 

在 定理 5.1 中 指出 ， 在 群 中 左 、 右 消去 律 成 立 ， 现 在 定理 5.7 
中 ， 如 果 非 空 集 合 G 上 的 运算 满足 封 国 性 。 结 合 律 和 左右 消去 
律 ， 那 么 该 代数 结构 是 群 。 也 就 是 说 , 当 G 是 有 限 集合 时 。 和 定义 
5.1 的 1",2",3 ,4"， 与 定理 5.7 中 的 1°,2°,3° 是 等 价 的 。 从 
而 定理 5.7 可 以 看 成 有 限 群 的 定义 。 

一 个 有 限 群 的 情 法 可 以 用 一 个 群 来 表示 。 群 的 一 些 性 质 可 以 
从 这 个 表 上 直接 看 出 ， 由 于 存在 单位 元 ， 表 中 有 一 行 与 寞 线 上 过 
的 元 素 一 样 ， 表 了 双 有 一 列 与 竖 线 左边 的 元 素 一 样 。 又 由 消去 律 
和 匆 !， 全 体 元 素 必 在 每 行 出 现 一 次 ， 必 在 每 列 出 现 一 次 。 下 面 我 们 
来 看 儿 个 低 阶 群 。 

一 阶 群 G1 ,1G41 =1。 和 由 于 群 必 有 单位 元 e, 所 以 G = {e}。 
二 阶 群 Ga，| 鲍 | = 2。 人 G4 中 除去 单位 元 之 外 还 有 一 个 元 案 &a。 
Gs= te, 40}, 4 了 6。 出 运算 + 的 封闭 性 ,are Etle ,48}。 假设 axa 
=0。 由 a+e=4 推 出 4=e, 蔬 盾 , 故 不 可 。 所以 axa= 6e。 人 i 与 G4 
的 乘法 瑚 如下: 
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三 阶 群 Gs = {0,4,5},a 关 5b,0,5 关 e，axo 不 能 是 a 或 6, 否则 所 出 
z=ey 所 以 grC=p。 再 根据 每 个 元 素 在 一 行 或 一 列 中 者 现 旦 只 出 
现 一 次 ， 得 到 ar8 =e, pr*a=e, bxb=a, 我 们 春 到 元 素 ?=ara 
= az e=D0s2z= 2 从 而 Go=fe,aya2 ,并 月 Ge 是 三 阶 元 ,os=e。 
四 阶 群 在 同 构 的 意义 下 只 有 两 个 : Ca = :easc2,a3} 日 只 =8y， 开 ， 
= {fe:a 和 ,ci 上 月 ao= 了 天 =c=e。 三 阶 群 Ga 和 四 阶 群 Cs, Ks 的 收 
法 表 如 下 : 


* le a $b * [leabos * [ee ae 

e ee & b 8 Iewor oe leabs 

G Iiagbes a tecep 

9 bibceea bibeea 

oo be uo ec leeab c'rbae 
他 Os EK, 


3 
例 1 若 G 是 有 限 群 ， 则 G 的 每 个 元 素 的 阶 ,， 必 是 有 限 的 . 
证 明 群 人 G 的 单位 元 e。 显 然 是 1 阶 元 车 aEG 且 a。， 
00， ,07"，"…EG。 由 于 G 是 有 限 集合 必然 存在 和 放 
4 =4/。 等 式 两 边 同 时 乘 以 e! 的 道 元 (a7)/， 
Qt4({27 7 = a/#(0)! 二 2。 
由 co=a fsaf， 及 ， 运 算 的 结合 律 得 到 
a {=0, 一 了 >0。 
那么 4- ?是 上 节 末 提 到 的 集合 A={85E2Z*，as=ey 的 元 素 
44 关 后 ,这 表明 元 素 4 是 有 限 阶 元 ,其 阶 数 是 4 中 的 最 小 正 整数 。 
证 毕 。 
下 面 再 给 出 两 个 非 交 换 群 的 例子 。 
例 2 全 体 n 阶 有 理 数 方 阵 记 为 Q,。 令 9G={4|4EQ.,14| 
关 0}。G 对 于 窍 阵 乘法 ， 构 成 群 。 若 4,BEG, 即 14|,1B] 去 0， 
而 14*B|=14i1B| 考 0, 则 4:BEG。 乘 法， 在 中 是 封闭 的 ， 
年 阵 乘 法 是 可 结合 的 。 
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是 招 的 单位 元 、 当 4EC 时 ,144 关 0,4 有 道 知 陈 4 ， 且 14-1 
0, 即 A471EG, 日 4.4-1= 了 了, 帮 471 是 4 在 他 中 的 着 元 .所 
以 《G，》 为 群 。 由 于 第 阵 乘法 是 非 变 换 的 ,于 是 《G， "> 为 厅 变 换 
群 。 

例 3 QQ 是 有 理 数 集合 。 今 

G={fs | fo: QQ, fr) =ar +b ,or0,0.0 EQ). 
G 对 于 映射 的 合成 运算 。 档 成 琳 。 营 fs ,fe.e EG, 其 中 fo,s(%) 
=av+b, foalt) =ew+a, Ho,c#¥0, ,b,c°,0EQ, 

(faa? fon) (2) = fs er +a) =otcw td) +0= favatalt), 
其 中 Qc#0,Qc,QAd DEQ 故 fos0f.2oEG， 即 G 中。 运算 基 
土 闲 的 。 映 射 合成 运算 是 可 结合 的 。 i,oEG 是 8G 的 单位 元 。 
丹 -3 是 fs 的 道 元 ,<G,，。2) 是 群 。 由 于 运算 。 不 满足 交换 律 ,所 
以 <G,，。> 是 非 交 换 群 。 


5.3 子 群 


定义 5.5 〈G,*>》 旦 群 ， 五 是 G 的 非 空 子 集 。 如 果 

1” va,bEH, ebEH, 

2° YaEH, a EH, 
则 称 《 吾 ,*》 是 <G,*》 的 子 群 ， 并 记 为 五 <<G， 

定理 5.8 蕊 ( 囊 ,*》 是 (GQG,*》 的 字 群 ， 则 《( 训 ,*》 也 是 群 . 

证 明 从 《 吾 ,*》 是 《G,*》 的 子 群 定义 知 运 算 * 在 集合 互 中 
是 封闭 的 。 互 是 如 的 子 集 。 即 五 中 的 每 个 元 素 都 是 GG 中 的 元 
素 ， 而 4G,*y> 是 群 。* 运算 满足 结合 律 ， 从 而 Ya, 5; cEHSG, 
(axB)*0= atrtsrc)。 百 是 G 的 非 空子 保 ， 它 至 少 有 一 个 元 素 只 
五, 由 子 群 定义 中 2° 知 加 EE 及 , 那么 lai =eE 万 。 故 好 中 的 
单位 元 8 在 五 中 并 且 也 是 五 的 单位 元 。 综 上 知 《 吾 , *} 本身 也 
是 群 。 证 毕 。 

出 此 看 出 ， 群 9 的 子 集 , 如 果 对 该 群 的 运算 及 求 首 运算 基 圭 
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闭 药 ， 那 么 该 子 集 对 原来 群 的 运算 记 构 成 群 。 

定理 5.9 万 是 群 G 的 有 限 非 空 守 集 。 如果 Va, bEH, arb 
和 五 , 则 五 过 人 。 

证 明 仁 取 a EH, a2=axa€EH,0’=a*xa€ 甩 ,…。 由 于 十 
是 人 的 有 限 非 空子 集 ，c :a2,as,… 不 可 能 是 完全 不 同 的 元 素 , 必 
存在 1<i<y, 使 得 ai=a=asaf ts 用 左 消去 律 得 到 全 
= 6 五。 

e=0 =0t0 1, 7-i-1>0, 
ao = 01 人 EC 及， 这 表明 吾 中 的 任意 元 崇 4 在 吾 中 均 有 逆 。 对 昭 
定义 5.5 知 《 吾 ,*> 是 《G,*? 的 子 群 。 证 毕 

例 1 《“ 杂 ,sy=(f1, -1 一 2 中 , 互 ={fl,-1)CG 五 
对 复数 乘法 运算 封闭 ,，《〈 瓦 ,> 是 Gy》 的 子 群 。 

例 2 全 休 非 零 复 数 集合 C*, 对 复数 乘法 构成 群 <C*,*》. 令 

H={s|zEC*+, InEN 人 使 x*”=1}， 
则 坊 寺 C*。 

证 明 1 是 群 <C*,*》 欧 单位 元 。1!=1,1€ 五 。 耳 是 C* 的 
非 空子 集 。 若 w,yE 瑟 , 即 存在 n,mEN, 使 w"=y"=1, 而 (>， 
YJ) "= (om (gr) =1， 故 zeyE 百 又 若 wE 五 ， 存 在 nEN， 
so=TI。 而 (cm)"= (os)=1 /=1, 故 2'E 恕 ,这 就 证 明了 HC*， 

例 3 设 瑟 /三 五: 三 … 夺 了, 乞 … 是 由 群 G 的 子 群 五 ,组 成 的 
升 链 。 舍 五 =UB。 则 五 所 G. 

证 明 菇 ;是 群 人 的 子 群 。 好 右 ; 关 名 且 妇 ;全 G， 显然 五 
=UH#AZ HESG. 若 a, 5EH, 存在 $, 7 ti>7 使 a€H， 
bER,SH,, 由 于 瑟 , 志 GG， 则 ax8E 昌 ,三 本 又 著 4€ 玉 ,存在 
GEIL。 再 由 及 :所 GG, 则 a'E 吾 ,三 肌 。 综 上 知 五 专 G, 

例 4 (GG,*》 是 群 。S 是 G 的 非 空 子 集 ， 令 

A= {HIH<G ESSEH), 
好 4 是 G 中 包含 尽 的 所 有 子 群 构成 的 集合 。 显 然 GE4， 即 4 
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是 非 空 的 ， 定义 上 = 1 证 明 尺 专 G。 


证 明 任 耻 EA, 开 是 G 的 于 铬 ， 群 人 G 的 单位 元 eE 万 二 
HSG, 记 以 cE 个 且 = 及 且 KSG, 即 久 是 G 的 非 空 村 集 党 


4, bE 有 ,对 任何 吾 E4 均 有 a, 5ER, 吾 是 人 的 子 群 ， 故 
ax5E 甩 所 以 ozBEKR, 又 车 EK， 对 任何 及 E4 均 有 a€ 了 H， 
瑟 是 Q 的 子 群 , 故 @ ENT。 所 以 a'EK, 综 上 知 尺 <G 

4 中 的 每 个 孔 均 满足 SS 了 7。 旺 然 SS 门 五 = 及 。 从 而 
是 G 中 包含 & 的 最小 子 妊 我 们 记 《8)= 玉 = 门卫 ,并 称 487 为 
有 生成 的 子 群 。 如 采 总 本 与 就 是 好 的 子 群 ,那么 刁 = 《>=， 
和 否则 SSCS》。 

下 面 讨论 《3》 是 由 蛙 些 元 素 组 成 的 。 我 们 先 引入 集合 T。 


T= 【人 和 加 32 人 |ca 83, 2 EBS ,e162 22 二 十 1， 


名 二 1,2,.}, 


SS 是非 空 集合 ，S 中 的 任意 元 素 4, 4 = a'， 故 aE 人 TPT， 也 
就 十 说 SSET， 了 是 非 空 集合 。 由 研 的 定义 知 了 SG。 落 
ras nal y= aaye a ED, BA ery = lee 
以 TT 是 如 的 
包含 S 的 子 群 。 前 面 已 经 知道 43 是 G 中 包 售 5 的 最 小 子 群 ， 
于 是 《SY ET : 

另 一 方面 , 任 取 =arxeieswexgdr€ET, 其 中 a ES er 
= 土 1, 1 所 上 mm。 由 于 《4S》 是 包含 久 的 群 ,Qt E85),1<F<m; 
所以 x EELS，;。 由 此 推出 人 45>》。 

综 上 知 T 了 = 8S)。 

特别 地 ， 当 S={g) 时 ，49)={o InEZ}= 《a》。 整 数 加 群 
《2Z ,+ 是 由 整数 1 生成 的 群 , 即 (2, +》= 《1》.(2》 = {281%E2}， 
《2,3)={2¢+35 lg, bEZ}= {he1|IEEZ}=Z。 一 般 地 《m,n)》 
={Cm,n) BIFEZ), 
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5.4 循 环 群 


有 一 类 群 , 它 的 每 个 元 素 都 可 以 写成 某 个 面 定 元 素 的 宕 ,% 或 
4 ,这样 的 群 称 之 为 循环 群 。 

定义 5.6 在 人 群 :G, *; 中 ， 如 果 存 在 一 个 元 素 9EG， 使 
GG={9" lnE2Z}， 则 称 该 群 为 纤 环 群 ， 记 作 <g》, 其 中 9 称 为 循环 
群 的 生成 元 。 

车 群 中 的 运算 用 “ +” 表示， 循环 群 4G， +>》 写 成 (9 = ‘ng| 
%EZ}, 9 是 该 循环 群 的 生成 元 . 

每 个 循环 群 都 是 交换 群 ， 这 是 六 为 8 > 天 = g = gg" 

例 1 《名 #7)=《{1, 一 1,1, 一 这 ,> 是 由 计生 成 的 四 阶 循 环 
群 。 

=1, 入 =i 这 = -1, = -i, =1, - 

所 以 该 群 可 以 写成 〈{T1, 1 让 ,人 2) >。 

定理 5.10 9 是 群 (G,*> 中 大 的 阶 元 . 今 及 ={g"|rE2Z}, 哪 
么 〈 互 ,*， 是 《G,sy 的 一 个 上 阶 子 发 

证 明 Yyr:,sEZ,，9rg= gEI, (9g)'=9 EFA, 故 五 
<G。f 是 对 的 下 阶 元 ， 欠 =e:9, 9 是 天 个 两 两 也 不 相同 
的 元 素 。 对 于 任意 整数 t{，+=w+v， 其 中 0 志 z<x， 那 妈 

9 二 人 = (gO*g"= 9" 
H={g' lrE2}={9° 9, ,9 1}, 

《如 ,*》 是 《G,*》 的 & 阶 子 群 。 

特别 地 , G 是 %* 阶 群 。 避 的 某 个 元 素 g 是 n 阶 元 , 那么 如 必 
定 是 由 gg 生成 的 一 个 循环 群 。 

定理 5.11 循环 人 群 的 上 每 个 于 群 必 是 插 环 群 . 

证 明 令 G 是 贝 元 素 & 生成 的 循环 群 。 GG= 《ay。 互 是 群 G 
的 子 群 。 如 果 五 ={ej= le》, 显然 是 是 循环 群 ， 如果 五 关 {e}。 
那么 至 少 存在 一 个 元 素 5E 互 旦 2 关 se。 由于 囊 是 @G 的 子 集 ， 
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G= 4o>, 那么 必然 存在 ?1 (不 妨 设 设 ?为 正 整 数 ), 使 5=a'。 设 m 
人 的 最 小 正 整数 , 任 取 豆 中 的 元 素 b, 也 是 群 全 的 元 
素 , 款 b=o", 仿 %n=mw++2, 0 和 vm, 

b=a"=0"t = (C0) "ug", 

0 =a #*(0™") ", 
由 于 58=a"E 玉 ,am€ 瑟 ,而且 是 群 , (4a")“E€ 且 ,从 而 EE 了， 
候车 ws>>0, 那么 这 就 与 mr 是 使 a"EH 的 最 小 正 整数 相 了 矛盾 。 族 
不 可 。 这 说 胃 必 需 0 = 0， 即 8 = a"“ = (an”)“*， 也 就 是 说 五 中 的 
每 个 元 素 都 可 以 表示 成 a” 的 方 究 . 于 是 a” 是 子 群 五 的 生成 元 
五 是 循环 群 ， 

例 2 横 6 同 余 类 加 群 4Za, +》=《[1]》 是 循环 群 .[0J 是 1 
阶 元 [01>= {[0]} 是 Ze 的 工 阶 子 群 L3] 是 2 阶 元 ,<[3]={[0j， 
[3]} 是 Ze 的 2 阶 子 铬 [5] 是 6 阶 元 ，《[53>= {[0]，[5]，[543， 
[3],[21,[1]} 是 Ze 的 6 阶 子 群 。 

定理 5.12 是 有 % 界 插 环 群 ，G= (a) 且 [G1=n. 互 是 9 
的 一 个 子 群 , 五 = (分 ， 且 2=c， 则 


A rear 


证 明 令 五 是 G 的 m 阶 子 群 ，m 是 使 5"=e 的 最 小 正 整 
数 。 68”"=o:"=e, 而 GG 是 n 阶 元 a ”=e, 故 nlms。 设 (n, s)=4， 
n=dnos s=dso, 且 tros50) =1, 于 是 no|mso， 进而 得 到 nm， 即 
m=no*k。m 是 满足 此 式 的 最 小 正 整 数 , 从 而 = 1。 最 后 得 出 


Nn 
(Cn,8) 


大 


mY = To = 


证 毕 。 
例 3 求 模 18 何 余 类 加 群 的 所 有 子 群 。 
解 《[13》=<[5]》 = <[73》= 《<[113) =《[13]》=《[173> 基 Zaa 
的 18 阶 子 姓 。 
《<[21> = <L41> = <[583> = 《C10]》= 《L143》 =《[16J) 是 Zig 的 
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9 阶 子 群 。 

《E3]>=《[15]> 是 Zis 的 6 阶 子 群 。 

《[6]>= [121》 是 Zs 的 3 阶 子 群 。 

《E93>》 和 和 《L503》 分 别 为 Zs 的 2 认 和 1 芥子 群 。 

例 4 在 集合 t1,2,， 2Dp-1} 上 定义 运算 * : 

st 首 = > qd (mod yy), 

其 中 jp 为 系数 。 若 4Ef1,2,…,P~1}， 最 然 (a.p)=1, 4 的 阶 
为 1， 那么 2p 一 1), 即 @ 是 x 二 1 (medp) 的 一 个 解 .于 是 
{41,06, 02,…,a 都 是 vz 三 1(modp) 的 解 ,而 瑟 是 全 部 和 解 。 它 是 
以 g 汶 生成 元 的 7 阶 循 环 群 ,是 {1,，2,… ,Pp 一 1 的 ? 阶 子 群 。 元 


、 EE 
素 &a 的 阶 为 7 


5.5 置 挨 群 


定理 5.13 nn 元 集合 4={1,2,… :mn} 上 的 全 体 置换 构成 集 
合 58,。S; 在 合成 运算 之 下 构成 一 群 ， 乏 之 为 ”次 对 称 群 ， 其 阶 
数 为 ”| 

证 明 集合 4 上 的 器 换 是 从 4 到 4 的 双 射 ,由 于 两 个 双 射 
的 合成 映射 仍 是 双 射 。 记 以 5, 中 的 置换 在 合成 运算 之 下 是 封 财 
的 。 并 且 暴 射 的 合成 满足 结合 律 。S; 的 单位 苑 是 恒 同 置换 ci 
=(1 2 2 置换 o 的 逆 元 是 它 的 逆 置 换 o。-*。 根 据 群 的 定义 
知 《5,，*》 是 群 。n 元 禅 换 共 有 rt! 个 。 故 15, =ml 

定义 5.7 集合 4 上 的 双 身 全体 对 于 映射 的 合成 运算 构成 
群 。 孩 群 叫 作 对 称 群 。 对 称 群 的 子 登 为 置换 群 。 

由 于 置换 的 合成 运算 不 注 足 交换 律 ， 所 以 置 次 群 通 党 是非 交 
换 群 。 

例如 ，S2 = {cr (12)}，8a ={cr(123)，(1382)，(12)，(13)7， 
(23)}。 
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例 1 图 13 中 的 等 边 三 角形 经 旋转 和 反射 使 之 三 个 顶点 与 原 
来 的 顶点 重合 在 一 起 ,一 共有 六 种 情况 


i 
pl = (2 :1)- (123), 1 (2 1) -413)， 
pe- (os 12)- (132), pa = -() ,2)- 《23)， 


其 中 oo,piyps 分 别 是 绕 等 边 三 角形 中 心 旋转 0°,120”,240" 的 结 
时 。，jerspessp3 分 别 是 对 三 个 对 称 轴 反 射 的 结果 ， 

令 Ps = {poypPis Pssft1sK2s Ma}， Ds 在 合成 运算 之 下 形成 一 个 
置换 群 。 它 的 乘法 表 如 下 


po P1 Ps Hi Ks Ma 


po Po Pi Pa FT Ha Ha 
pL pi po pe Hs Ws Kr 
P2 p2 po P1 Ks Kl1 Ha 
M1 Ri Ka Hz Po pz Pi 
Hz Hl Ha Pi Po ps 
Ha M2 Hi pz Pi po 


图 13 Hg 


我 们 注意 到 pi rea = Hai， Ka* pi= 2， Da 不 是 交换 群 ， 称 它 为 三 次 
二 面体 ，|Ds1= 6, 恰好 D,= 5,. 

例 2 正方 形 通过 旋转 和 反射 使 之 顶点 与 原来 预 点 重合 
有 如 下 8 种 情况 ， 


和 
pi=(， ， ) = (1234)， mr(， ] ) = (14)(23)， ， 
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ms=( - )= (13)(24)， 8. (2 4 “= (18)， 


3412 3214 
1234 1234 
= = (1432)， 8,= = (24), 
nn (ee 


其 中 ps, pis ps，p3 是 正方 形 绕 中 心 旋 转 0”, 90”, 180°, 270° 的 
结果 。Aiy ts 是 关于 两 个 对 边 中 点 连 线 反射 的 结果 ，61, 5s 是 关 
“两 条 对 角 线 反射 的 结果 (图 14)。 


图 14 
令 DD,= {pos pis Pes pss Mis HasO1 ,02} ， Ds 在 合成 运算 之 下 形成 
一 个 置换 群 。 它 的 乘法 表 如 下 ， 


* | po pl pa ps Hi Ma Bl 6 


Po Po pi pa pa Hi Ha GT 3 
P] pi pa pg po 61 62 L112 Ha 
P2 pz ps po pl Ma Hi Ba 61 
pa Pa Po pl ps 02 1 M1 Ha 
Ki} Ki 62 J $1 po ps ps pl 
M2 | Ha 1 HT Se ps po pl Ps 
3 ) 61 pt 62 Ja pl ps pe ps 
gz 8。 La $1 i! pa pi Pz po 


DD 称 为 四 次 二 夯 体 。1D41 = 8。 它 是 四 次 对 称 群 5 的 子 群 。 
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例 3 证 二 S; = (12),(13) (ln)》， 即 对 换 (12),(13)， 
(1m) 是 5 的 生成 元 系 。 

证 明 《〈(12),(13》,…,(ln)> 是 由 (12),(13)，…, (ln) 生成 
的 群 . 由 第 三 节 例 4 知 

《(12》，(13)，…，(ln)y》= {902.00 [GE{(12), (13),"", 
(1m)},1<i<n,n=1,2,..}, 
显然 《C12),(13),…,(1n) 三 Si,。 

下 面 证 朋 每 个 % 元 置换 均 可 以 写成 (12), (13),…,(1n) 这 
些 基本 元 素 的 乘积 。 对 n 进行 归纳 证 明 ， 当 w=2 时 ， 


(， i (， | )= (12)， 


该 命题 成 亦 ， 假 设 %= 时 命题 成 立 , 现 n= 记 +1， 
-( 1 2 > b+1 2 
ol(1) ao(2) a(R) alh+1) 
有 好 下 两 种 可 能 ， 
1” ga(F+1)=k+1, 这 时 v 本身 变 成 元 图 搞 ， 出 归 编 假 
设 命题 成 立 。 
2” gl 此 +1) 关 +1, 必定 存在 1, 1?h,o(1) = 名 t1, 用 
对 痪 (2+1) 右 乘 v 得 到 cx 
gg= ol k+l1) 
-( 1 2 …7-1 了 T+1 … E+1 
ol1) oa{(2) of —1) ££+1v(t+1). oR+1) 
=( 1 2 … 7-1 z z+1 … Fk 
afl) cf2) ott—1) etg+ly otf +1) … ol(8)} K+1 
oil 实 为 5 元 置换 。 由 归纳 假设 ci 可 以 寄 成 (12), (13),…, (1n) 
的 荆 积 。 而 wow=co(7 +1)=o(l (1 £4+1) (1 2， 故 
9 可 以 写成 (12)，(13)，…，( 人 11)，(15+1)7 的 乘积 。 命 题 对 
多 二 不 二 1 也 成 立 。 证 毕 
例如 Ss= {ors(123),(132),(12),(13),(23)}= {(12)(12), 


) (Cr k+1) 
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C13)C12) (123(13) (12)，(137, 12)(13)12)}, - 


5.6 群 的 同 攀 


本 节 讨 论 两 个 群 之 间 的 关系 。 
我 们 在 习题 中 曾经 讨论 过 (SS ， 其 中 SS= tc, 7，5， 乘 
法 表 为 


*| «a 8B YY 6 
xl Be wy? 
BI YY 8 a 
mo 8B YY 8 
6!:Y &« 6 8 


《5 ,*》 是 群 。 把 该 表 的 行 与 列 适 当地 调换 次 认得 到 
« 8 


' 此 


WB HR |2 


co DNA ~ 
2 


再 与 第 二 节 的 Cs 的 乘法 表 比 较 ， 只 要 把 y,x,B,5 分 别 换 名 为 6， 
;6,6， 它们 是 完全 相同 的 也 就 是 说 群 S 和 群 0 的 元 案 之 间 的 
有 一 种 一 一 对 应 关系 。 我 们 研究 群 时 并 不 关心 元 素 本 身 是 什么， 
关心 的 是 元 素 与 元 素 间 的 关系 。 所 以 ， 从 这 个 意义 上 群 人 与 群 
Os 是 一 回 事 。 
为 了 刻 划 上 述 思 想 ,我 们 引出 辣 构 的 概念 。 
定义 5.9 《Gy 与 4Ga,' 是 两 个 群 。 如 果 存 在 次 从 集合 
Ga 到 集合 9, 的 双 身 p, .对 于 任何 4,5E9 
pasd) = pla) go), 
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财 称 群 G1 与 群 9 同 构 , 记 作 信守 分。 双 射 9 称 作 辣 构 了 映射 。 
# 作为 册 构 映射 ,除了 要 求 它 是 双 射 外 ,还 要 求 它 保持 运算。 
即 Ye ,2EGi， ptarb)= plo)- pg(5)， 形 象 地 说 ， 同 构 上 映射 9 满 
足 如 下 交换 图 表 
G 5 >a#b 
?| jw 
gla), pb)—>p(asb) 
如 果 群 Gi 与 群 Gs 同 构 , 那么 两 个 群 的 单位 元 之 间 以 及 元 束 
酒 它 的 道 元 之 间 有 什么 联系 呢 ? 这 是 下 面 定理 要 讨论 的 内 容 。 
定理 5.14 yg 是 从 艾 到 群 G; 的 同 构 映射 .e: 和 6 分别 起 
群 9 和 的 单位 元 ， 必 有 Pe) = 6o, 并 县 对 任何 Gi 中 的 元 来 
a, pla') = 9p'(0), 
证 盟 se 和 es 分别 是 群 Gi 和 Gs 的 单位 元 ， 对 任意 Gi 中 的 
元 素 e 
P(4) = gle#0) = gle ga). 
等 式 两 边 同 时 右 怀 g' (9) 得 到 
e@= p09 (4) = gle) glo (a) = gl(e1), 
即 群 8 单位 元 ei 的 向 构 喘 射 象 是 Gs 的 单位 元 ee 。 
又 对 于 的 任意 元 素 4， 
Pp' (0) = p00= g(a pte) = gp (a ga) gn) = pla!), 
即 Gi 任意 元 素 & 的 逆 元 的 象 等 于 该 元 素 同 构 映 射 象 的 道 元 。 
例 1 证 明 非 负 实 数 乘 群生 实数 加 群 局 构 . 
证 明 《〈“R > 与 4R,+》 分 别 为 非 负 实 数 滋 群 。 与 实数 如 
群 。p:R>R'，g(2)=e*。 显然 9 是 双 射 。 对 任意 zyER， 
p(T +Y)=e Y=00 = pr) 9g(y), 
故 8 为 同 枸 喘 射 。 从 而 《R* ,> 守 (R,+》, 
这 里 要 指出 的 是 并 非 每 个 从 人 到 GG 的 双 射 都 是 问 构 遇 射 ， 
例如 ,站 :R-R ,yw(w) =e* 显然 少 是 双 射 .但 是 对 任意 zyER， 
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+ lr +Y) = 6z+Y 1， 
pm) hy) = 67 一 es 

故 沙 不 是 从 RR 到 R?* 的 同 构 上 映射。 

例 2 在 同 构 的 意义 下 循环 群 旨 = 《4) 只 有 两 类 ,车 3 是 无 跟 
阶 元 ， 则 G 半 (<2,，+》。 著 6 是 wn 阶 元 , 则 G 守 Zn 

证 明 若 循环 群 G= 《a》 的 生成 元 a 是 无 限 阶 元 , 对 任何 
mm 天 a 均 有 G ! 关 4”:。f 是 从 G 到 整数 集合 Z 的 遇 射 ,f;G 一 2Z， 
f(a") = m。 显 然 是 双 射 。 对 任意 2" ,a”":EG， 

(Ge DD) = fa) =m tm = f(a™) +f(0™:), 
了 是 同 构 映射 ， 故 G 过 (2, 二》。 

共生 成 元 4 是 n 阶 元 ， 则 GG= {a,al,q?, 呈 ,0 }。f 了 是 从 GG 
到 模 n 同 余 类 集合 Zn 的 映射 ，f :G->Zn,y(a9 = [ 裤 。 显 然 了 是 
双 射 。 对 任意 4', a EQ， 

flawa) = fat)=+i=[0+[E)]= fa) + fa!), 
是 同 攀 映 射 ， 政 G 兰 (Zn +》。 

例 3 任意 一 个 群 都 与 一 个 置换 群 同 构 。 

证 明 ”对 于 任意 群 (GF,*》 构 造 一 个 新 的 集合 

G’={frla EG, forG 8, fa(w) = arw)}, 
容易 证 明 f。 是 G 上 的 双 射 。G 上 的 运算 ,是 映射 的 合成 运算 。 
Cfar fo)T) = FDC)》 = (eb) ry = fy (rt), 

即 fo* 记 = foxs. 该 运算 在 G' 中 封闭 并 且 满 足 结合 律 .f, 是 G' 的 
单位 元 , fo' 是 fi 的 逆 元 , 从 而 《G'，，) 是 置换 群 。 

在 群 G 与 @ 之 问 定 义 映 射 玉 : G->G7, (a)=f。, 显然 是 
双 射 。 对 任意 4,8EG， 

hasd) = fars= for f= h(a) hb), 

故 如是 同 构 上 映射 。 从 而 GG'。 证 上 毕 ， 

例 4 ” 求 出 与 n 阶 循环 群 同 构 的 置换 群 。 

解 令 G=《a) 是 循环 群 ,fj ;9->G' 是 间 构 映射 . 任 取 zEG， 
必 存 在 9=cEG 俩 

slli" 


w= (9 = fla) = (Fa))4 
这 说 明 @ 是 以 f(a) 为 生成 元 的 循环 群 ， 现 G 是 mn 阶 钳 环 群 ， 
@={taoet ya， 从 例 3 可 知 @= (人 fs,jfaotyFansil 记 是 
n 阶 循环 群 。 其 生成 元 是 f。, 它 对 应 G 上 的 长 为 m 的 轮换 (ao， 
glow5ar3)。 令 G9 =《(aoalyar1i)>， 刚 从 关 G。 
定理 5.15 《<G,*) 为 群 。 另 有 一 个 集合、 是 G' 上 的 运 
算 。 如果 存在 从 避 到 G' 上 的 双 射 了 ， 对 G 中 的 任意 元 训 4a,5 有 
jarp) = fa)f(D)。 那 么 4G' ,也 是 群 ， 并 且 Gse Gy 。 
证 明 任 取 =,gEG ，7 是 从 G 到 G 的 注射， 存在 sa,DEC 
使 得 .fo) =z7(5) =y， 由 于 了 保持 运算 
vy= f(a) fb) = fad) EQ, 
可 知 运 算 .在 G' 是 封闭 的 ， 任 取 zw, wy，zEG'。 对 于 满 射 了 在 @ 
中 有 原 象 。f(4)=w, f(b) =y, f(e)= 2 
wy) z= (Fa) FB YF) = fasb)#e), 
= f(ar(bre)) = F(a): (fF(6) Foc)) = 2 (1y2), 
邑 0” 中 运算 ， 满 足 结合 律 。 容 易 看 出 fle) 是 1 的 单位 元 。 任 
取 *EG' ,ecEG 是 它 的 原 象 , 易 知 f(a')EG! 是 二 的 送 元 。 
综 上 知 《G'，-.， 是 群 。 了 就 是 从 避 到 GY 的 同 构 映射 ， 从 而 
GH 
习 是 
1、 训 下 代数 系统 9,*; 哪些 是 群 ? 如 果 是 群 ， 它 是 否 是 交换 区? 指出 它 的 单位 
元 以 及 如 何 计算 道 元 。 
(1) 8={212EC, gj 一 ]j， 其 中 心 是 提 数 集合 . w 是 普通 的 复数 加法， 
(2) 8 一 apw epEQ+， 其 中 是 有 理 数 集 合 ，* 是 普通 的 加 此 。 


(3} 
0 
* 还 年 阵 邓 法 。 
(4) B={a, 88 全， 
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和 ry Ba 
下 ww 8 7 6 
| yy a § 8 


{5) 一 及 一 如 } 是 态 零 实数 集 舍 ，5 于 定义 运算 *: 
zy: xX>0, 
riys TO, 
(6) 82 为 素数 ,58 一 {112,.…sp 一 1。S 上 定义 运算 
a#bh—=60 © abact (modp). 
2. 令 3 一 RR 一 {一 1 ，3 上 定义 运算 
QQ 一 Q 十 志士 


eg 


{1》 证 明 <S,9， 是 群 ， 

(2) 在 驴 中 求解 方程 2a743 一 7。 

3 在 群 @@ 中 , 如 果 对 G 有 任意 元 素 & 均 月 a?=e, 证明 G 必 是 交换 群 。 

4。 如 是 交 歼 群 当 且 私 当 对 台中 任意 元 素 a, B，(asD) 一 aeBP2。 

5. 乡 是 发 G 中 的 任意 元 索 ， 那 么 ， 

(1》 9 与 它 的 道 元 9' 问 阶 . 

(2) (97)'=({g")., 

6. a 与 是 群 8 中 芍 两 个 任意 元 崇 。 证 及 asb 与 bwa 是 同 阶 的 . 

7Y。 记 果 群 @ 中 只 有 一 个 二 阶 元 as， 那么 4 与 生性 芷 意 元 者 痢 是 交换 的 ， 印 
VTEG, dtt =7T#0, 

8. CC 是 群 : GB 中 的 元 素 个 数 为 偶数 ,证 是 存在 a€ G，c 是 二 阶 元 ， 

9, 互 是 群 日 的 非 究 了 集 , 妃 :*， 是 人 好,*> 的 子 群 当 且 仅 当 Ya,8E 日 ,#5'E 吾 ， 

10. G 是 群 。 

H={alaE GG, Vg€E G, arg —g#*a} » 

称 为 群 如 的 下心 。 证 明 :《 吾 ,*)》 是 :G1*) 的 子 群 

1 了 1, 五， 下 是 群 Q 的 子 群 证明 五 从 芝 也 是 的 于 税 。 UK 是 G 的 子 群 
不 ? 证 朋 你 的 结论 ， 

12。 找 出 下 群 的 所 有 子 群 ， 

13. 令 G 一 {fawnlfar): QQ, F(X) 一 ak 十 5，4 二 0 GERQ，C 对 食 成 运算 
构成 群 。 证 蚂 五 ={fw18E Qt 是 的 子 群 。 

坦 ， 指 出 下 列 群 中 嵌 个 是 种 环 群 ? 对 循环 糙 写 弄 它 的 全 部 生成 元 。 

(1) GQ,+;, | 
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(2》 守 ; 一 《6Z ,十 y。” 
(3) Qs— 16" InE ZY. 


15。 
16. 
Li 
18, 
。 投 出 3 的 所 有 子 群 。 

- 4 是 全 体 4 元 偶 置 换 构 成 的 群 ， 请 列 出 它 的 全 部 元 素 。 

-Sn (n 守 2) 的 每 个 子 群 或 者 全 部 由 偶 四 换 槐 成 、 或 者 其 中 育 、 俑 置换 各 占 一 


G 是 6 阶 循环 群 ， 找 出 人 的 全 部 生成 元 并 列 时 9 的 所 有 子 群 . 

证 明 : 只 有 一 个 生成 元 的 具 环 群 至 多 含有 两 个 元 素 . 

如 果 ? 阶 群 G 的 革 个 元 素 9 是 ” 阶 的 ， 那 么 如 是 由 9 生成 的 御 环 群 。 
9 是 ? 阶 镍 环 群 ,Gd 是 ”的 因子，G 存在 且 仅 存在 一 个 8 阶 子 群 。 


.证 胃 莹 数 加 群 与 偶数 加 群 同 稳 ， 


. 证 阴 ， 群 的 同 物 关系 是 一 共 等 价 关系 

， 找 出 所有 与 有 4 群 同 项 的 8， 的 子 尹 。 

.证 明 ; 无 限 衍 环 群 的 子 群 ， 除 {e} 以 外 都 尽 无 限 德 环 群 。 
， 在 群 (GG ,*》 中 定义 新 的 二 元 运算 *， 


QDbp—=b*a, 


证 明 《G，》 是 群 ， 并 且 4G，e》 与 4G，》 同 构 . 
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6 商 和 群 


为 了 深入 探讨 群 的 结构 , 需要 进一步 研究 子 群 的 作用 。 


6.1 陪 集 与 Lagrange 定 理 


定义 6.1 五 是 的 于 群 , 在 G 上 定义 横 志 周 余 关系 ， 
Ya，0EG， 如 果 arBE 恕 ， 则 称 a 与 5 并 瑟 同 余 ， 记 作 & 
=b(mod 五 )。 
定理 6.1 横 互 同 余 关 系 是 他 上 的 等 价 关 系 。 对 于 G 中 元 
素 s, a 所 在 的 等 价 类 为 
Ha= {hsn) hE 五 }， 
称 为 GG 中 五 的 右 联 集 ， 元 案 5 是 陪 集 五 c 的 代表 元 。 
证 明 任 取 6 人 ,ara'=eE 了, 故 a=ctmod 五)、 模 五 同 
余 关 系 是 自 反 的 。 如 果 &,5EG, 4 三 blmod 万 ), 即 ax 咕 E 五 。 降 
五 是 群 ,ar6')'= Bg'E。 故 5==almod 五)。 模 五 辐 余 关系 
是 对 称 的 。 恕 果 oa， 5, CEGQG, a=b(mod 五 )，48 三 c(mod 肛 ), 妈 
ar EH, bre' ER, 里 基 的 子 群 , 吾 对 群 9 的 运算 * 封 闭 ， 
《aeB')x0txc = oto' 世 及, 故 9 震 c《mod 态 )。 槛 玉 同 余 关系 是 传 
递 的 。 综 上 分 析 知 模 五 同 余 关系 是 GG 上 的 等 价 关系 。 
G 中 元 素 a 所 在 的 等 价 类 
[oj= (5I0EG, bra' EH} 
= {Jnalh€E BH}= Ha, 
显然 gE Ha, as 是 该 等 价 类 的 代表 元 。 证 毕 。 
模 五 同 余 关系 有 如 下 性质 。 
1 He= 五 。 
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2 ga=b{mod BH) ETz= 万 7。 
8”aE 万 <> Tc= 万 。 
例 1 非 替 有 理 数 乘法 群 (Q*,->, 入 = {~1,1: 二 Q*， 
彝 法 群 的 子 群 。Q* 中 元 素 a 所 在 的 右 防 焦 Ha= {a, 一 ch 
三 bl(mod 万 ) 时 ,5= 土 a, 显然 Hg= 126， 
例 2 三 次 二 面体 群 <Ds,…), 互 = {poyPisP2o} 是 DD; 的 子 群 。 
ee 2, 夏 Hpo= HPpy= Hpo= 天 ,又 因 wawrE 1, 
bj3, 邦 Har= Hwz= wa= {ws tos Us}， 五 有 两 个 不 同 
HUFHu, D=HUHw EH HNI= 人 了。 
例 3 如 是 以 9 为 生成 元 的 9 阶 答 环 群 ,G = {9° gs g}, 
9 =2, 了 刁 = {9 93, 9 中 是 如 的 3 阶 子 群 。 
Hg’= Ho= Hg= {9°, 0%, go}= 五， 
Hg!= Hg:= Hg = {9, gs 97}, 
Hyg’= Hg'= Hgs= {192， 95; gs}, 
五 有 三 个 不 同 的 右 障 集 五 , Hg， Hy. G= UHgUHg, 且 
这 些 右 陪 集 两 两 非 交 。 
对 于 群 G 的 子 群 互 也 可 以 定义 它 的 左 陪 集 ， 先 在 上 定义 
等 价 关 系 。 Va,bEQ, 
a=b{mod H)<>ourbEH,. 
GQ 中 元 岩 4 所 在 的 等 价 类 [a]= {81DEG,， a'rbE AH}= {osh 
| 总 E 五 }= gq 玉 , 称 为 a 所 在 的 左 陪 集 ， 
定理 6.2 五 是 璧 9 的 子 属 , 芽 的 所 有 左 陪 售 集 合 S, 
= {4 及 .4EG) 和 所 有 右 陪 祭 集合 Sa = {HalaE G} 是 等 势 的 。 
证 明 今 f:Si~>Ss，f(9 吾 )= 五。 这 里 首先 丑 说 明 该 跌 
射 与 代表 元 选取 无关 ， 印 若 g 互 = 8 吾 ， 必 有 Ha’= H6'。 由 aH 
= 百 知 aepE 互 ,五 是 群 (ae =2sta DGE 瑟 从 而 五 @/ 
= Hb'。 显然 了 是 满 射 。 如 果 四 百 ，e 刀 ES 都 是 有 He 的 原 
象 ,f(a 日 )= 六 az 五 )= Ha, 得 出 Hal= Hes, 元 有 (a)*(aqs)" 
= ciyaaE 百 。 由 此 可 知 o 互 =as 吾 ， 这 说 明 是 单 射 。 
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综 上 分 术 , 在 S, 与 Sa 之 间 在 在 着 一 个 双 射 - 故 Si 与 Sa 等 
势 .证 毕 。 

注意 ,在 上 定理 证 明 中 定义 的 脆 射 是 f(a 苹 ) = Te， 而 不 是 
玉 4。 后 省 它 不 是 上 映射。 半 a 五 = 8 瑟 时 , 不 能 保证 Ha= 五 P。 

定义 6.2 群 G 关 于 它 的 子 群 末 的 左 ( 右 ) 陪 集 个 数 昭 做 五 
在 G 中 的 指数 , 记 为 [G: 五 ]， 
定理 6.3 (Lagrange 定理 》 
车 GG 是 有 限 群 , 万 是 9 的 子 群 ,那么 
IG!= [G: 互 ]| 五 | 

证 明 ”五 4 是 GG 中 互 的 一 个 右 陪 集 ， 定义 映射 f: >Ha， 
f()= Pra, 显然 了 是 双 射 - G 是 有 限 群 , 开 是 如 的 子 群 ,所 以 互 
也 是 右 限 群 ,得 出 | 五 | = 18a 1。 由 定理 6.1 知 ;GF 中 及 的 右 障 
集 全 体 和 构成 全 的 一 个 分 划 , 令 GG 关于 了 豆 五 的 右 陪 集 个 数 [G: 
五 ]= ,个 不 同 的 右 陪 集 的 代表 无 分 别 为 gi, 03,…, qr, 那么 
G= HoiU Ha U 五 gxy 其 中 Haifl Hes= 1, 《zi 关 力 。 从 而 

181 = LHa| + [Has| + + [Hoes 
=b |HI=[£G: HIH|. 
证 毕 。 
-由 此 定理 可 以 得 到 两 个 非常 有 用 的 洪 论 ， 

推论 6.1 有 限 群 G 中 元 党 的 阶 是 |G | 的 因子 。 

明证 奉 有 有 限 群 中 押 有 元 率 的 险 必 然 是 有 限 的 。 设 杂 中 的 
元 素 6 的 阶 为 tk, 令 且 = {eoy cl 0" 最 然 卫 是 G 的 mn 
济 子 群 。 由 Lagrange 定理 知 |G|=[G:BI|71|=[G:H]j'm。 
帮 宫 上 G|。 证 毕 。 

淮 论 6.2 过 数 春 群 部 是 特 环 群 . ; 

证 明 设 G 是 2p 阶 群 ,p 是 罕 数 。 它 的 尖子 只 有 1 和 wp， 由 
淮 论 6.1 知 他 中 元 素 的 阶 是 1 或 者 p。 显 然 群 G 的 单位 元 的 阶 
为 1， 非 单位 元 元 素 4 的 阶 为 2, 从 而 G= 《a)。 

例 1 证 明 4 阶 群 日 或 者 是 4 阶 循环 群 0 或 者 是 Klein-4 
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群 Ks， 

证 明 4 阶 群 G 中 元 素 的 阶 可 能 为 1, 2, 4。 如果 命中 包括 
4 阶 元 4， 于 么 GG= 《a= {ot, ot, aa 即 人 是 4 阶 循环 群 
Ce. 如 果 侣 中 没有 4 界 元 ,那么 除 单位 元 e 外, 其它 元 素 均 是 2 阶 
元 , 即 G= {e, 4a, b,c} ,Qa?=b?= 02= 68。 由 前 面 的 习题 知 该 群 必 
是 交换 群 。ax2 不 能 是 4,5,e, 否 则 推出 了 =e,q=e,a=5。 从 
而 axb= ce。 同 理 可 知 exc=5, 和 sc= 5G。 据 此 得 出 该 祥 的 习 法 表 
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故 避 是 Klein-4 和 群 五 4 

例 2 如 是 6 阶 群 , G 至少 含有 一 个 3 阶 子 群 

证 明 G 是 6 济 群 。G 中 元 素 的 阶 可 能 是 1, 2, 3, 6。 如 时 
Q 中 有 3 阶 元 a; 那么 (e> 就 是 G 的 3 阶 子 群 。 如 果 G 中 有 6 和 阶 
元 cy 于 人 么 ka) 为 曲 的 3 阶 子 群 。 下 面 证 明 G 中 不 可 能 既 无 3 阶 
元 也 无 6 阶 元 。 也 就 是 说 G 中 不 可 能 除 掉 单位 元 e 外 都 是 2 阶 
元 。 用 反 证 法 , 假设 弛 = {fey ga, b,c,9d,f}, 生 @2==0=? 
二 所 = e。 由 于 exb 不 可 为 ga, 6; 6e, 取 玉 = {e,aypy，arb ,其 中 axbE 
{c,Q,f} ,显然 区 是 Klein~4 群 。 厕 丘 EG。 故 天 是 G 的 子 群 。 
IK1=4, 而 4+6, 与 Lagrange 定理 了 矛盾。 故 不 可 。 综 上 知 六 阶 
群 必 有 三 阶 子 群 。 证 上 毕 ， 


6.2 正规 子 群 与 商 群 


本 节 介 绍 一 类 特殊 的 子 群 一 一 正规 子 群 。 

定义 6.3 互 是 群 G 的 子 群 。 如 果 对 所 有 的 人 中 元 案 g 和 
五 中 元 素 岂 都 有 9*prycE 互 ,那么 称 互 是 G 的 正规 字 赂 , 并 记 
为 HG、。 


* 1]iSe 


- 定理 6.4 刀 是 群 G 的 子 群 , 五 是 G 的 让 规 子 群 当 且 仅 当 
对 任意 G 中 元 素 yg, Hg= 9 万 。 
证 明 者 五 是 GG 的 正规 子 群 . 任 取 Eg 万, 存在 六 各 如 使 
z= gth1。 而 w= 《9') whxg*g， 由 正规 子 群 的 定义 ，(g 7 
9 5 瑟 , 故 wx€E Hg, 寺 是 gHSHg。 反 过 米 , 任 取 YE 五 9, 存在 
hs€EH 使 y= hg, MM y= G+ shat d,s 由 正规 子 群 的 定义 9 *hot 
gE 有, 故 y€E gH。 于 是 Hg 和 gH, 综 上 知 Hg= gH 
又 若 对 任意 G 中 元 素 9 均 有 五 9= 9 鼠 , 任 取 加 三石 , 必 存 在 
有 4 及 使 hg = 9rh 于 是 gwjarg= ja 全 五。 从 而 瑟 是 他 的 正 
规 子 群 。 证 毕 
例 1 三 次 二 面体 Ds 的 子 群 五 = {po, pi1， Ps} 是 正规 子 群 。 
poH = pH= psH= Hrpo= Hei= Hps= {Poypipz}， 
MH=wH=pH= Hn= Hus= His= {pus ts}, 
入 = {po,pi} 是 Ds 的 子 群 ,但 不 是 正规 子 群 。 例 如 
B= {puay pt， 
Hw,= {350}. 
BF, 
例 2 指数 为 2 的 子 群 是 正规 子 群 。 
证 明 五 是 群 避 的 子 群 且 [G: 瑟 ]= 2, 即 G= 五 U Hai,， 其 
中 @ 攻 瑟 , 并且 互 人 | Ha= 好 。 我 们 任 取 群 G 的 元 素 e, 有 两 种 
可 能 性 : 若 a€ 末 , 由 于 gH= 五 , 瑟 g= 吾 , 故 5 互 = 万 cj 若 c& HH， 
G= 瑟 UHa= HUaB.。 Ha=G- 瑟 =g 太 。 所 以 不 管 是 哪 种 情 帝 
均 有 a 妃 = 五 gc。 事 是 对 的 正规 子 群 。 证 毕 。 
显然 交换 群 的 任何 子 群 都 基 正 规 子 群 。 
下 面 研究 在 对 中 五 的 所 有 右 陪 集 构成 的 集合 上 的 运算 及 相 
应 的 代数 结构 。 
定义 6.4 4, 刀 是 群 G 的 非 空子 集 , 定义 
A'B= {arblaE A, bEB}, 
该 运算 满足 结合 律 , 任 取 2E 4.《B.O), 存在 a€ 4,5EB， 
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cEO 使 w=ar(bwc)。 群 必 中 亲 法 满足 结合 律 4= (arb)ac: 故 2E 
(4:B).CO。 从 而 4 (6B.O)SU4B).O, 同 理 也 可 证 明 C4"B)6 
三 4 (BO), 握 后 得 到 A* (B.C0)= (4*B)':O, 

定理 6.5 X 是 群 G 的 正规 子 图 ,{(Nyl19EJ,G. > 是 鲜 ， 称 
为 G 措 立 的 商 群 , 记 为 G/N， 

证 明 ”首先 研究 两 个 正规 子 群 的 右 陪 集 人 怎样 做 乘法 

NgrNg2= {Rugst(nat G2) nin EN}. 
因 入 是 G 的 正规 子 冬 ,对 于 中 元 素 gi 有 guN=Ngi。 gitnsE 
J1N, 那么 存储 nsEN 使 Viroo= noxgis 代入 上 式 
Ng Ngs= {ns (nstgi)#go n,n EN} 
= {mgg92) InEN} 
= Ngitg2, 
这 里 定义 的 正规 子 群 右 陪 集 间 的 乘法 运算 与 右 陪 集 代表 元 的 选取 
是 无 关 的 。 这 是 因为 ,如 果 Ng,= Wai Ngs= az， 即 gral, g; 
G2E WNW, 那么 
(Gs) am) = Gi# (aras) sal 
令 人 = ga NG = Grn, Ns = VixGi， 
(Gi# gs)* Cote) = Narn EN, 
于 是 Ng*gs = Nasas, 

在 集合 [Ng 1g€G} 上 的 乘法 运算 显然 是 封 闵 的。 并且 满 足 
结合 律 。N = Ne 是 单位 元 , Ng' 是 Ng 的 逆 元 , 所 以 {Nglg 
€G},，) 是 群 。 

当 对 是 有 限 群 时 ,G 模 六 的 商 群 G/N 中 元 素 个 数 就 是 六 在 
GQ 中 的 指数 , 改 

IG/Ni= IG /NT. 

例 1 整数 训 群 4Z, + 是 交换 群 。 每 个 子 群 都 是 正规 子 群 。 

民 模 正规 子 群 (n) = { 加 18EZ=n2Z 的 商 群 
ZAmZ= {n2sl tnZ, (RW—1)+nZ}, 
若 映 射 了 1Z/nZ>Zn, fi +n2Z) = [ 订 , 显然 了 是 双 射 。 故 
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ZnZ Zn, 

例 2 三 次 二 面体 轧 中 , 子 群 五 = {po,p1,P2} 的 指数 为 2。 

五 是 DD 的 正规 子 群 , Ds 模 瑟 的 商 群 
D/H={H,(12)H} 
是 二 阶 循环 群 。 

葬 3 G 是 有 限 交换 群 。 素数 Dp 是 |jG| 的 因 了 于, 那么 群 旨 中 
必 有 一 个 2 阶 元 。 

证 明 我们 对 和 群 他 的 阶 数 进行 归纳 证 明 。 当 :1G1=2 时 ， 
G= {e,0} 且 0:=e。 素 数 2|1] 人 |。g 是 二 阶 元 。 命 题 成 立 ， 假 设 
IG|<z 时 ,命题 成 立 ， 现 1G|=%, 某 素数 p1%。 任 取 避 的 某 个 
非 单位 元 素 g， 它 的 阶 为 tf, 显然 i1% 且 过 1. 如 果 plt,， 即 # 
=7p; 则 g" 是 人 中 的 9 阶 元 、 如 果 2 二 i 考虑 避 模 正规 子 群 Cg》 
的 商 群 G/《g)， 

IG/g) |= 1831A< G1=%, 
G/《g) 仍 是 有 限 交 换 群 。 由 于 B81%,p 十 二 放 p11G/《g)》 |。 由 归纳 
假设 知 在 G/Lg》 中 有 p 阶 元 a《g》。 假设 4 在 G 中 的 阶 为 w, 显 
然 有 (492)*=(g)。 从 而 plw。 由 前 面 讨论 知 a:? 是 中 的 2 
阶 元 ， 合 题 对 I|G 1 = 也 成 立 ， 证 上 毕 ， 

一 般 地 ,wm 阶 群 仿 , 对 nn 的 因子 &, 在 G 中 不 一 定 有 已 阶 子 群 。 
例如 ;全体 四 元 偶 王 换 梅 成 4 1441=12。6 是 12 的 因子 , 但 4 
没有 6 阶 子 群 ,这 是 因为 4. 中 有 1 个 1 阶 元 ,8 个 3 阶 元 ,3 个 
2 阶 元 。 车 五 是 44 的 6 阶 子 群 , 因 2 阶 元 只 有 3 个 ， 故 五 中 至 
少 有 一 个 三 阶 元 . 不 妨 假 设 是 (4, 5, ce) € 五 。 三 阶 元 的 逆 元 仍 是 
三 阶 元 ， 故 三 阶 元 必须 成 对 出 现 。 单 位 元 eE 互 . 所 以 及 中 至 少 
有 一 个 二 阶 元 ;不 妨 假 设 是 (a5) (ed) E 有 ,由 (gs 5, 5) EH,(aDb) 
(ce@) 亿 及 推出 (a86)' = (ac6) EH,. (abe) (Ca) C00) = (ccd) EH? 
(ged)’ = (aad) EH, lab) od) (obe) = (tar) EH, (bdc)’ = (pe) 
和 事 , …， 厅 中 的 元 素 个 数 豆 超出 6 个 ,与 互 是 4 的 6 阶 子 群 
牙 让 ， 所 以 4 没有 6 阶 子 群 。 
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6.3 和 群 的 同宗 


本 节 继 续 讨 论 两 个 群 之 间 鸭 关系 ， 

定义 6.5 在 群 (G1,*) 和 《G2z,，) 之 间 存 谋 映 射 了 :他 ,一 人 s, 对 
任意 c，DEG，Fcro)= ac) Fo， 出 称 了 是 从 G 到 Go 的 局 
礼 映射 (简称 同 态 )。 如 亲 是 满 射 ( 单 射 , 双 射 )， 出 称 是 满 同 
态 映 射 (单一 局 态 映射 , 辐 构 吏 射 )。 

车 了 是 从 群 的 到 Ga 的 同 态 映射 , Gi， Gs 的 单位 元 分 天 是 
8 和 和 es 那么 f(t81) =e。， 对 任意 eaEG， flo) = Fo) 。 此 结论 
证 明 方 法 与 群 回 构 映射 相应 性 质证 明 方 法 相同 。 

”定义 6.6 了 是 从 G: 到 Ga 的 八 局 态 菇 寻 ，f 的 该 是 Gi 中 
通过 j 瑞 到 Gs 的 单位 元 e 的 那些 元 豪 经 成 的 集合 , 记 为 人 er 了 
Ker f= {ala€EQ, f(a) = es,}, 

定理 6.6 /了 是 从 Gi 到 G, 的 群 同 访 映射 . 
1” Ker 了 是 人群 9 的 正规 子 群 ， 
2” 为 单 射 当 且 仅 当 Ker f= {ei}. 
证 明 
1° 了 是 从 GG 到 Gs 的 群 同 态 映射 由 于 (81) = e:， ei1€ 
Ker f, 记 以 Ker 是 GG, 的 非 空 陡 集 。 任 取 gi, gs€ Ker ff, f(g1) 
= 了 (gs) = es, 而 
f(gi* gs) =f( G1) f(y2) = és"*82 = BP2s 
fg) = (f(g91))' = 05= 6», 
萨 g1+ 92€ Ker f，91€ Ker 了, 从 而 Ker f 是 i 的 子 群 , 任 联 gE 
Gs FE Kerf, 
fg sksg) = (f(g FE) f(g) 
= (f(g9)) "ef (9)=e2, 
政 gifxrgEKerf。Ker 了 是 Gi 的 正规 了 和 群 。 
2” 当 了 为 单 射 时 ， 只 有 el 的 象 为 e 故 Ker f= {ej， 反 过 
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来 ， 当 Ker f= {e 时 ， 如 果 存 在 gaE Gs, 它 有 两 个 不 同 的 原 象 
gu 12E G1 Gu gs F911) = fF12) = Go。 
fgut 912) = f° Cf(912))' = ga* 92= 02, 

那么 gu* is E Ker f= 61， 路 G11* gil3 = 1。 从而 得 到 gi1 = gi. 
矛盾 。 这 说 明 如 果 Gs 中 的 元 素 有 上 原 象 ,那么 原 象 蚌 唯 一 的 ， 所 以 
了 是 单 射 ， 

例 1 Gi 和 G; 是 任意 两 个 群 , 令 大 的 >G, 对 任意 gE， 
天 9g) =e。 任 取 9i7sE Gu 

f(g91# gs) = es= e202= fy)f( 92), 

了 是 群 同 态 映 射 。Ker f= Ga , 我们 称 这 个 特殊 的 邮 态 映射 为 零 同 
态 映 射 。 

例 2 6G=(Z + Gs= CD， 邻 产 ZTCC，Fm) = 了 
大 (天 二 人 = 攻关 FED)。 了 是 从 G 到 @s 的 间 态 映射 
Ker f={nl=1}={4m|mE2Z}), 的 每 集 Imy={1， 一 1， 人 
一 外 。 

定理 6.7 /是 群 G: 到 G2 的 一 个 同 态 映射 。 

1” 若 了 Hi 专 Gi, 则 HI) 所 G。。 特 别 地 ,了 (G1) 所 G;，。 

2° 车 Hi<Gi, 则 fH)<f(G)， 

3” 若 五 : 志 f(G1), 则 六 1H2) 志 Gi 

4" 车 Hs<f(G), 则 fH AIG, 有 G/FA(H SI(GD 
/H:. 

证 明 这 里 只 证 2”, 3", 其它 留 作 习 题 . 

2” 互 ;是 的 正规 子 群 ,由 1° 知 AHD)<G:, 而 HD)GS 
(GN) Go， 天 名 ) 为 群 ， 故 f( 了 HH1) 是 九 G) 的 子 群 。 任 取 YE 
(GQ), EACRD), HF 在 gE, hERHiI 人 使 f(g9)=vy, fh) = 7, 
yey ffFR) FG) = fg # hr g), 
由于 瑟 是 人 Hi 的 正规 子 群 ，g'**+hrg€ Hi. 故 y'*w'yEf(HI)， 

了 五) 是 了 Ga) 的 正规 子 群 。 
3” 五: 是 大 GD) 的 子 群 。f 1(Hs)= {ww€0, fw) EH,} 
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所 人 的。 天 ef) = esE 五 :， 显 然 aiE 广 !( 已 2)》。 太 五) 是 人 的 非 
空子 集 。 若 ii yzaE 广 攻 五 ,存在 六 ,PE 7 使 了 (ci) = 有 ,f(s) 
二 站 
f (wr wo) = f(81) fw2) = hi hE H,, 
fm) = (f(8)) = EH,, 

可 知 zrr Ef 1 HH,), voEfF HU(H,). 从 而 1( 吾 !) 是 全 的 子 
群 。 

定理 6.8 /了 是 从 4 到 Ga 的 群 局 态 映 射 ， 对 任 音 ac G:， 
f(f(a))=a Kerf. 

证 明 任 取 4a€ 人 ,了 是 从 全 到 Ga 的 群 同 态 映 射 ，f(&) E 
Go。 由 六 定义 知 f1(f(0))= {zzEG,， 了 (2)= f(a)},。 任 取 
EF TIF GN), fasg) = fa flr) = (f(a) f(0) =ey 故人 
vwE Kerf, 即 wEnKerf。 从 而 得 出 了 (f(g))SSa Kerf。 又 任 
取 y EwnKerf 了 fF， 存在 6E Ker f 使 y=erk,， f(y)= (a) * f(E) 
= fe) res =f(0) :所 以 ECfa))。 又 得 出 aKer ff 1(f(a)) 
综 上 分 析 知 

fi(f(o))=o Kerf. 

证 毕 . 

这 个 定理 说 明了 , 若 了 是 从 Gf 到 Gas 的 满 同 态 , 则 Go 中 每 个 
元 素 的 原 象 集 正好 是 的 同 态 核 Ker 了 的 一 个 陪 集 。 据 此 ， 我 们 
可 以 在 Gi/Ker f 和 Gs 之 间 建 立 起 一 个 一 一 对 应 关系 。 

定理 6.8 ( 群 同 恋 基 本 定理 ) 

” 群 9: 的 任何 商 群 都 是 的 同 态 象 . 若 Gs 是 人 的 同 窟 

象 , 则 G1/ Ker f 守 0G.. 

证 明 设 互 是 群 Gi 的 正规 子 群 。 和 定义 p:GhGr 了 pa) 
=G 万 。 显 然 史 是 满 同 态 显 射 ，2( 圣 ) = 拉 / 五 ,这 就 证 明了 群 
Gi 的 任何 高 群 都 是 G 的 同 态 象 。 

车 Ga 是 属 的 同 态 象 ， 即 天 GeGay f(G1)= Gs。 定 义 f: 
Gy/Ker f>Gs, 了 (a Ker f) = f(u)。 首 先 要 说 明 三 是 映射 ,就 是 
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说 如 果 a1 Kerf=as Kerf, 那么 aitas€ Kerf. 而 (f(a1)) 
,foa) = ftal*qz) = eay 得 出 灰 ai) = f(gs). 即 映射 了 与 代表 元 选 
取 无 关 。 

任 取 yEG=FGD) ,存在 ao€E 人 HG 使 y= 了 (9) ,那么 a Ker fE 
Hu/Ker 了 是 y 的 原 象 。 又 车 Ker f, gas Ker fE G1/Ker 了 者 是 
yEf(G) 的 原 象 , 那么 fla) = 了 (as), 而 (a1#42) = (f(@1)》" 
Fas) = 6 HK wir Ker fg Ker f= xz Ker f， 由 上 面 分 
析 知 了 是 双 射 。 

fla Ker 站 .D Ker f)= fl(arb)Kerf) 
= 大 af) = f(g) (5) 
= f(a Ker f). f(b Ker f), 
故 了 保持 运算 ,是 群 同 构 观 射 。 最 后 得 到 
Gui/ Ker ff )。 

例 1 五 是 群 的 正规 子 群 . 邻 p:G>GIH， p(n}=aH， 

称 9 为 自然 同 态 ，g 的 同 态 核 
Kerg= {zrlzEG vlr) = 五 } 
= (12zE 人 21= H}=H, 

例 2 邻 信 = (2+) = 《ay= :ao Gl, G1}fHa"=e, 
定义 了 2Z>《0) ,ftn)=@ 是 从 的 到 起 的 满 同 态 映 射 , 它 的 
同 态 核 

Ker f= {mlmEZ, go"= oo})= {Fnlh EZ = npZ， 
出 群 同 态 基本 定理 知 
Z/n2Zs ay。 
而 ZnZ 人 Zn, 所 以 《ex 兰 加。 我 们 再 次 得 到 “nm 阶 循环 群 同 构 
子 询 m 同 余 类 和 群 ? 这 个 结论 。 

例 3 用 同 态 基 本 定理 和 证明 定理 6.7 中 的 4°， 

证 明 已 知 如 是 了 (G1) 的 正 般 子 群 。 定 义 了 ;G4->f(G)Y 
五 ,. (ga)=f(a)Hs, 由 于 f:G. 习 (G4) 是 满 同 态 映 射 , 易 知 了 
也 是 满 同 态 轴 射 。 
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Ker f= {zlzEG@，o) IH,= H,} 
= {zlzEGiy， fo) E 1Hs} = f-1(H,), 
由 定 开 6.6 多 广远 旭 2) 是 人 Fj 的 正规 子 群 。 再 由 群 同 态 苯 本 定理 
知 8 
Gy 六 I( Ha) SFG)/H,, 
”定理 6.10 厅 , KK 均 是 群 人 的 正规 子 群 , 且 天 三 五 , 那么 
QH .0K 


Wt 


~ H/K* 
证 明 五 是 群 G 的 子 群 。 对 于 G 中 的 运算 构成 群 。 kc 
瑟 , 已 对 于 和 中 的 运算 也 构成 群 ， 从 而 天 也 是 五 的 子 群 。 任 取 
hEHSG, 8E 玉 ,由 于 下 是 台 的 正规 子 三 ,ECE 天 所 以 乒 
是 五 的 正规 子 群 ,从 而 五/ 是 群 . 
仿 GG/KE->G/H, f(aKR) = gl 安 易 证 奶牛 三 了 代 灾 元 选 到 
无 关 , 了 是 映射 ,并且 是 满 射 。 
jc 区 DER)= TCDR) = od = GF di 
= F(t) foEK), 
了 是 满 同 态 频 射 。 它 的 同 态 核 
2 Kerf = {okK leK EG/EK, foKR)= H} | 
={aKlaKEG/K, oH= 11} 
={akK|laE11}= H/K. 
由 同 态 基本 定理 知 
BK/ 
证 毕 。 
习 


1。 互 是 交 员 群 所 的 子 群 , 评 明 五 的 每 个 左 陪 集 世 是 一 个 右 陪 集 ， 

2. 于 足 的 子 群 , 8 志 是 @ 中 的 元 囊 , 证 明了 以 下 六 个 命题 是 等 价 的 。 
(1) a"sbEH. (2) b'sa€ 五 。 (3) bEéaR. 

(4)a EBH, (5) aH =bH, (6) aH NbH PY, 
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3， 当 出 4 关于 五 ={e,{12)(34),(13)(24), (14) (23)}》 的 在 陪 集 分 解 与 庆 线 集 
分 解 ， | 有 
4 王 是 群 G 的 漠 数 为 2 的 对 群 ， 证 有 明 ; 对 于 G 的 任意 元 素 a 必 有 ac 互 ,和 若 吾 
前 指数 为 3， 是否 对 8 的 任意 元 素 4 有 asE H? 证 明 你 的 断言 . 
5。 及 ,是 妃 级 黄 个 子 群 ; T[ 避 :及 ] 二 pn, [4 :区 ] 二 ns 证 明子 群 HNE 在 G 中 的 
展 数 挟 Mh em。 
6， 群 G 的 阶 数 为 2.g， 其 中 9,9 均 为 素 郑 目 pb<g&， 证 明 : 群 8 不 可 能 有 两 个 不 
同 的 z 阶 子 群 。 
?. 及 是 遇 的 正规 子 和 群 。 和 如 果 a 和 5 属地 雪 的 国 一 个 陪 集中 , c 和 4 属 平 妃 的 
同一 个 路 集中 ,那么 okc 和 ba 属于 五 的 同一 个 陪 集 中 . 
3. 弛 是 蓝 数 加 群 , 五 = {nk xXEZ}。 商 群 GI 五 含有 哪些 元 开 ?. 它 的 单位 元 是 什 
么 2? 写 出 该 商 群 的 溢 法 宵 。 
39. 如 果 群 8 只 含有 一 个 某 阶 子 群 ,那么 该 子 群 必 是 正 禹 子 群 - 
10。 瑟 ; 和 如 ;是 如 的 正规 子 群 、 证 明 : 瑟 | 几 瑟 ,， 理 ,Hs 也 是 的 正规 子 群 . 
11， 瑟 ,， 及 2; 六 者 是 如 的 正规 子 群 ,并 且 有 ,性 吾 ;, 证 朋 及 LN 是 豆 *X 的 正规 子 
侠 。 
12。 五 ,入 都 是 群 恕 的 正规 子 群 并 且 Hf 太一 4e}， 证 月 ; 对 任意 hE 五 , EK, 部 
有 hsk =ksh。 
18. 在 局 = 和 天 7Z->ZA2) 上 定义 运算 “十 
CC at a 
证 明 ; ‘如 ,十 ;是 交接 群 , 并 且 非 惟 元 崇 的 阶 为 2， 
14， 在 非 零 实数 入 法 群 中 ,如 下 定义 的 映射 了 + 由， 哪些 足 同 态 映 寻 ， 并 且 找 出 它 的 
同 态 校 。 
(1) 万 (z) 一 to (2) f(z}=27, (3) fl(2) 一 2 


(4) jz)= 二。 (5) Ai(o) 一 一 zx。 (6) faz) ~ -于 

15. 令 G={414E(Q)s，141+0}， 忆 对 于 乱 阵 策 渤 构成 群 ，f:GR*， f(A) 
141。 证明: 了 是 从 群 G 到 非 堆 实数 条 品 Re* 的 同志 映射 ， 求 X(G) 和 Ker 

16. 局 是 交 搜 群 ,是 取 定 的 正 整数 ，fGG， f(g) 一 a*。 证 明 : 了 是 同 态 忌 射 ， 
求 出 7(G) 和 Ker. 

17，G= ca, 是 n 阶 循环 群 , 9 人 8， 是 雪 阶 环 御 群 ， 证 明 

1 人 39:G>G!' 是 间 态 映射 并 且 p(a) 一 下 。 

18、 召 是 日 的 正规 也 琶 ，[6: 瑟 1~m， 证 明 : 对 于 G 的 任 污 元素 7, wmE 了 

19. 五 ,及 是 G 的 正规 子 群 ,如果 Gj/EH, 他 /区 是 交换 群 , 那 么 @G/ 了 如 胡 素 业 是 交换 
形 . 
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20。 在 群 台 中 ,aa 光 是 日 让 的 元 当 , 称 妈 tb'so 邮 为 各 的 法 世 元 、 证 阴 : 
(1) G 的 所 有 浊 限 个 贷 位 元 多 积 构成 G，G' 是 人 的 正规 子 群 . 
{2) G/G! 是 文 换 发 ， 
《3) 老娘 是 9 的 正规 子 群 且 GYWN 是 交换 群 , 那 么 9' 是 六 的 子 群 。 
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7 环 和 域 


实数 或 复数 系统 包含 两 个 基本 的 二 元 运算 加 法 和 乘法 。 在 
群 论 中 仅仅 处 理 一 个 二 元 运算 ， 更 没有 涉及 两 个 二 元 运算 的 关系 
一 一 乘法 对 加 法 的 分 配 律 。 本 章 将 依照 这 类 系统 建立 一 种 新 的 代 
数 结构 一 一 环 和 域 ， 


7.1 环 的 定义 


定义 7.1 在 具有 两 个 二 元 运算 + 和 .的 集合 中 ,如 时 

1” 《有 R, +》 是 交换 群 ， 

2” (2B..) 是 带 1 半 群 . 

3” 梁 法 对 加 法 的 左右 分 定律 , 即 对 任 圳 ac，2D，cE 王 ， 

(b+e)a= b+ eq, 
(0+e)=00 + 0, 
则 称 《RR，+ ,，》 为 环 。 

如 果 环 五, +， 中 , 对 任意 4, 了 ER，a*5= 5-a， 网 称 该 
环 是 交换 环 . 

从 环 的 定义 中 我 们 看 到 环 中 的 两 个 运算 + 和 * 的 地 位 是 不 相 
同 的 。 集 合 王 对 于 + 构成 变换 群 ， 而 对 于 "只 是 构成 带 1 半 锐 。 
尼 中 的 元 素 不 一 定 有 乘法 逆 元 。 是 于 有 衫 法 逆 元 的 元 素 称 为 环 中 
的 可 逆 元 。 

下 面 先 看 几 个 例子 ， 

例 1 (R, 二, CC，+，(Q，+，，)， 分 别 为 实数 环 ， 
复数 环 和 有 理 数 环 , 其 中 + 与 "运算 就 是 普通 的 加 法 和 乘法 运算 ， 
它们 统称 为 数 环 。 
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例 2 全 体 ” 阶 整数 方 距 (2), 对 于 矩阵 加 法 各 法 徇 成 % 
阶 和 矩阵 环 4(Z)。, + ,"》>。 全 部 元 素 为 0 的 mn 阶 方 阵 为 零 元 , nm 阶 单 
位 矩阵 为 习 法 单位 元 ， 该 环 是 非 交 换 环 。 
例 3 《G，+) 是 交换 群 。 吾 = {f|f: GG 是 同 态 决 射 }。 
在 吾 上 定义 二 元 运算 二 和" : 了 ， 9 五， 对 任意 ZEQ, 
(f+9)(80) = f(r) + 9(%), 
| (fg (0) = f(g9(2))., 
证 明 《 五 ， +， 是 环 。 它 称 为 交换 群 G 上 的 骨 同 态 环 。 
证 明 对 于 f,， gE Y2EG ,定义 (f+4g) 名)= 站 (cz) 二 
9《w2)。 显 然 了 了 +9 是 上 的 上 映射。 由 于 ff，g 都 是 上 的 自 同 态 
映 抛 ， : 
A ee 
= (fw) + Hy) +t (gw) + go)) 
= (fm) +968)) 4 (Fy) +t gC)) 
= (f+g9)(2) + (f+9)(y), 
f+g 保持 加 法 运算 ,所 以 f+g 是 GG 上 的 自 同 态 映 射 , 即 记 +9E 
情 。 由 于 《@，+》 是 交换 群 ， 记 以 召 中 的 + 运算 满足 结合 律 和 交 
摘 律 。 令 轧 : GG 了，YzEH，(w)=O6, 其 中 Oo 是 交换 群 
《好 +) 的 零 元 。 记 是 如 的 零 元 。 对 于 下: G-=G， 定义 太 :CQ-> 
GG, YoEG, Ff- A(z)= -f(r), 了 ;是 万 的 负 元 。 综 上 分析 向 
‘加, + 》 是 交换 群 。 
对 于 于 ,gEB，YrE GG, 定义 (fg) (2) = fg(w))， 最 然 
f'g 是 GG 上 的 映射 、 由 于 了 ,g 都 是 G 上 的 自 同 态 贞 射 ， 
(fr LF) = I LHYN) = gm) + gy)) 
= f(g(m)) + = (FDC + (Fg) C0). 
fg 保 近 加 法 运算 ,所 以 fg 是 上 的 自 同 态 跨 射 , 册 了 ,9H 
映射 的 合成 运算 满足 结合 律 , 令 拨 ;G>G,， ywCG, fi(w)=e， 
方 是 吾 的 乘法 单位 元 。 综 上 知 〈 吾 , :> 是 带 1 半 群 ， 
对 于 f,g, hEB, veEQ, 
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Cf Cg th)) (Cw) = 7(Cg+ 有 (am)= Kg{w) + hsD: i 
= flgtls)) + fhD) = = (六 g+f: hICEYs 
((g +h)* (2) (g. th CAF)) = 8(ft%)) + hf(L)Y:- 
”=f+hf)(y), a | 
f(g-h)= fgtfh, (gth) fs.g°f +he ps .对 二 是 左 
右 分 配 律 。 于 是 “至 , + ,，》 是 环 并 且 是 非 交 换 环 。 
例 4 在 Z,={[03, 51],…, Ln-1]} 上 定义 
[2] +[3]= [i+ 2, 
[21*:L71= [2* 17], 
容易 证 明 如 此 定义 的 同 余 类 加 法 和 乘法 = 代表 元 选取 无 关 ， 即 当 
[Lid= 5%], [Lj]= [i], MC + f= Li + fl, Li 31 二 [2。 
入 ]。 显 然 《Z,,.+》 是 交换 群 ,其 中 0 为 零 元 [一 是 [人 的 
负 元 ;《Z,*> 是 带 1 半 群 ， 其 中 [1] 为 单位 元 。 此 外 :对 士 满足 
左右 分 配 律 。 所 以 《Z,。，+ ，*》 是 环 ， 并 称 为 模 呈 同 余 类 环 -.… 、 

在 环 的 定义 中 指出 《RE，+》 是 交换 群 , 它 满足 左 ,. 右 消去 律 。 
从 z+a=a. gt+w2= 0, wtb=gte 分 别 推 出 z=0， 2 一 一 Gy 8 
=c。 这 里 0 吾 示 环卫 的 零 元 ， 

定理 7.1 在 环 (BR, +，' 中 ,0 和 1 分 别 是 零 元 和 妇 法 单 
位 元 ， 对 于 五 中 元 索 4,5 有 

1” bg"0=0'C=0，.、 - 

2° gb)=(-0.6= Si “6)， 特别 地 〔- 1)a= ~G。 

3 (〔-G6) (一 0)=w*b, 特 别 地 (一 1)*:(-1)=1。 

证 明 Rs 
1 0=a(0+0)=g*0+g*0， 由 消去 律 得 到 a.0=0。 同 
理 可 证 0.-4= 0。 

2” as(-D)+(acp) =a:((-6) +b) =a0=0, 得 知 a 
(0)= -a8)。 同 理 可 讶 《一 0) 必 = - 《a*0) ,特别 地 , 取 5=1， 
得 到 (一 1)re= -a 

3° CC-a)(~b)= (el-0))=-(- (a 6) -a 565。 特别 
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地 , 取 g=5=1, 得 到 (~1)(-1)=1。 

证 毕 。 

在 环 《五 ,+ ，" >》 中， 如 果 零 元 0x 等 于 乘法 单位 元 1z， 即 0m 
= Is， 任 取 了 5 五， 

Og=7"0p=7°1p ="7, 

即 五 ={ 0a 上 

定义 7.2 在 还 < 吕 , +,， .中 ，| 刀 |= 1， 那么 五 = {0x }, 称 
该 环 为 平凡 环 。 

如 果 | | 关 1， 那 么 必 有 0n 二 1e， 称 该 环 为 非 平 凡 环 。 

例 5 环 召 中 所 有 可 闭 元 构成 群 。 
证 明 《<R,，+,…: 是 环 , 今 
H={7rIrER, Jr'ER, rr =rer= 1a }, 

和 伍 取 71，7s 人 五 ， 存 在 71，7Y 亿 R 使 得 yri=717 =1lp, 7 
“97293 名 二 lp。 由 于 (rr ro 二 《37-72) 二 18。 知 
72° 人 ER 是 7.*rs 的 道 元 . 故 Ti*7sE 吾 , 即 五 对 ' 运 算是 封闭 的 。 
因 《RR，，) 是 带 1 灶 群 ， 互 伴 玉 ， 显 然 运算 。 在 互 中 也 满足 结合 
律 。 由 18= 1az,1a€E 恕 。 任意 ?TE 有 ,r+ 蚌 7 的 逆 元 。 故 EH. 
综合 分 析 知 《五 ,*， 是 群 。 


7.2 整 环 和 域 


本 节 介 绍 两 个 特殊 的 环 一 一 整 环 和 域 ， 我 们 先 观 察 两 个 例 
了 于。 

在 整数 环 <Z,+ ,*》 中 ,0 是 零 元 。 对 任何 2, nE2, 如 果 
= 0, 则 必 有 m= 0 或 n=0。 换 名 话说 ,如 果 m 到 0, mrn= 0, 则 
必 有 n= 0。 这 个 性 质 允 许 我 们 在 等 号 两 边 消去 非 零 元素 。 这 是 
因为 如 果 ab=ac 且 a 关 0， 那 入 za'(5-ce)=0。， 由 此 推出 8-c 
=0, 即 5=c。 在 横 4 同 余 类 环 中 ,0] 是 替 元 。[ 2 ] 去 [ 0], 但 是 
[2].52=0。 从 [2]:[I]=f2153] 推 不 出 [13]= [3]。 
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定义 7.3 在 环 (, + ,*〉》 中 ， 对 于 非 零 元 案 a€ER, 如 果 存 
在 一 个 非 零 元 察 bE 使 担 4-5=0, 网 称 4 为 左 愉 因 子 。 如 果 存 


”在 一 个 非 堆 元 察 5E 有 E 使 得 3.4=0, 则 称 < 为 右 零 因子 . 车 既 


是 左 办 因子 又 是 右 霉 因子 , 刘 称 c 为 零 因子 。 

定理 7.2 环 《R, +,*， 中 没有 左 零 办 子 当 且 仅 当 环 中 梭 法 
有 左右 消去 律 。 

证 明 如果 环 <R，+ ,，，》 中 没有 左 零 因子 ,对 于 及 中 的 非 零 
元 素 c， 有 a'5=a*c, 即 aas-c)=0， 推进 5-c=0, 即 6=c6。 
故 左 消去 律 成 立 。 

假若 该 环 中 有 右 寒 子 5ER, 且 2 关 0， 那 么 必然 存在 非 符 元 素 
c 使 得 c'2= 0。 这 样 c 就 是 五 的 左 零 因 子 , 与 环 如 中 无 左 堆 因子 
了 矛盾 ， 换 句 话 说 , 在 环 号 中 无 左 零 因子 ,那么 也 一 定 没 有 有 零 因 
子 。 用 上 面 同样 方法 可 以 证 明 右 消去 律 成 立 。 

反 过 来 , 环 五 中 成 立 乘法 的 左右 消去 律 。 任 取 环 五 中 的 非 零 
元 素 cc, 如 果 a"p= 0, 由 于 2=0=w0， 用 左 消 去 律 得 到 5= 0， 
拷 么 a 不 是 左 零 因子 。 出 a 的 任意 性 知 , 环 有 R 中 无 左 零 因子 。 证 
毕 。 

定义 7.4 非 平凡 交换 环 ‘五 ,+ ,*》 中 ,如 果 没 有 零 因 子 , 草 
称 之 为 或 环 . 

显然 在 整 环 中 。 对 于 忆 中 元 素 g，p， 若 = 0， 则 必 有 wa 
=0 或 5=0。 根 据 定 理 7.2 知 , 整 环 中 有 左 、 右 消去 律 。 

定理 7.3 在 整 环 中 ,每 个 非 零 元 素 的 加 附 或 者 是 无 限 的 ,或 
者 是 素数 ， 

证 明 ” 先 研 究 环 只 的 乘法 单位 元 1 的 加 阶 . 如 果 1lz 的 可 
阶 是 无 限 的 ,假设 五 的 某 个 非 零 元 素 & 的 加 阶 为 2, 即 age= 0r。 

mooio+ "+a= (lat+1list :+ 1r)*g= On, 
由 于 g 关 0r, 得 出 和 mlz=1la+le+…+lz=0n。 这 与 az 的 阶 是 
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沈 跟 的 矛盾 , 故 不 可 。 所 以 玉 中 的 所 有 非 零 元 素 的 加 阶 必 是 无 限 
的 .如果 1a 的 加 阶 为 ,假设 = memy 即 (zaon)12= 0a; 而 (mm 
mn) la= (me Train)， 且 瑟 是 整 环 ， 挫 出 ml1z=0a 或 mla 
= 0z。 这 lx 的 加 阶 为 %"m 矛盾 , 故 不 可 。 从 而 te 的 加 阶 必 是 
素数 。 现 令 lx 的 加 阶 为 素数 p, 任 取 吾 中 的 非 零 元 素 &， 
Po=g+tot+' +a=g (lr tlat t+1x)=a*0n= 0r, 
9 Te 
由 此 可 知 元 素 & 的 加 阶 7 是 Pp 的 因子 ,而 4 关 0s， 所 以 4 的 加 阶 
也 为 素数 p。 证 举 ， 
” 定义 7.5 在 整 环 中 ,如 果 簿 个 非 零 元 来 的 加 阶 为 案 数 p, 则 
称 潜 整 环 的 特征 为 PP。 如果 每 个 非 翟 元素 的 加 阶 是 光 限 的 ， 剂 禾 
-该 整 环 的 特征 为 0 . 
在 特征 为 p 的 整 环 中 ， 
(4+b)?=ar+ er" Ib+ "+o lob? 1 + ob?, 
.由 于 plo!, 1<4 < 一 1 于 是 (g+6)?= a?+b?, 
定义 7.6 在 非 平凡 突 换 环 忆 中 ,如 果 对 的 个 非 零 元 察 a, 存 
在 a ER 使 得 .a' = 1s， 则 称 该 环 为 域 。 换 句 话 说， 非 平凡 交换 
环 中 , 姑 果 所 有 非 志 元 素 构成 交换 群 ， 则 该 环 是 域 . 
定理 7.4 域 是 整 环 . 
-证明 在 域 下 中 , 若 a*5=0 有 cc 关 0, 那 各 有 道 元 
六 = 15= (ao 60:0= 0 (2060) = 0 0=0。 
这 就 是 说 到 中 没有 零 因 子 , 即 域 卫 是 整 环 、 证 毕 ， 
定理 7.5 有限 整 环 是 域 . 
证 明 《R，+,*) 是 有 限 整 环 , 了 = { ro ,rm，…, mn } 不 妨 
假设 7 =0a, =1zs。 任 取 7,ER, 1<i<n，, 
rR= {rr Tris TT} EB, 
当 关 1 时， 由 于 整 环 中 有 左右 消去 律 ， 显 然 和 eg 天 mg， 所 以 
ir.RI= 1R1t, 并 推出 TiR= R, 存在 了 使 和 io ==1s, 即 7 是 
的 乘法 道 元 。 这 说 明 忆 中 所 有 非 零 元 素 均 有 葬 法 首 元 ,R 是 起 
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证 些 ， 

从 定理 7?.4 和 7.3 庆 有 限 域 的 特征 为 素数 2， 

例 1 PD 为 素数 时 , 《Zp, +，*》 是 域 。 

证 明 ZZ.= 450, 上 51],…s [2-1).《Z，+，" 是非 平 几 
交换 环 。[0] 是 零 元 , [1] 是 乘法 单位 元 。 如 果 [a] 关 0 且 [4]*[8] 
=fL0], 那么 [e581]= 0507， 即 pler:5。 而 g 二 PpP。 挫 出 51p， 妈 [863 
=[0J]。 这些 说 出 <Z,，+ ，* 2 是 有 有 眼 整 环 ;从 而 它 基 域 。 

例 2 dotbv 2 |6, 5EQ}， + ,…) 是 域 . 

证 明 令 Q(vV2)= {+bw2 lc 58E Q}, 不 难 验证 
《QC(v 2 ), +) 是 交换 群 ,，Q(vw 3),，) 是 带 1 半 群 , 0 + 0 2 
是 零 元 ，-4-5v 2 是 a + bw 3 的 负 元 ,1+0vw 3 是 乘法 单位 
元 。 习 法 是 可 交换 的 并 且 乘 法 与 加 法 有 左 、 右 分 配 律 , 当 & bw 2 
0 了 时， 一 8p- pp 2EQ(VZ) 是 a+bw 了 的 


乘法 逆 元 ， 记 以 《<Q(v 2 )，+ ,，》 是 域 , 


7.3 子 环 和 环 同 态 


定义 7.7 在 环 〈 刀 ,+， "中 ,S 是 如 的 非 空子 集 。 如 果 
1” 《3 +) 是 ‘RB, + 的 于 群 。 
2” 5S 对 梁 法 .运算 封闭 。 
3” 环 五 的 攀 法 单位 元 1nEGS。 
则 称 C45， + ，，> 是 ( 卫 ，+ ,，》 鬼子 环 。 
显然 如 此 定义 的 子 环 《8，+， :本身 是 环 , 
例 1 +， 是 4Q，+， > 的 子 环 。 
例 2 《有 R,， + ，:》 是 环 。 令 
Z(R)= {vwER, YaE RR, ar= wa}, 
则 《ZC0R),， +， >》 是 <R，+,*) 的 子 环 。 
证 明 2Z(R) 是 R 中 与 记 有 元 素 可 交换 的 元 素 组 成 的 符 
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合 。 由 于 瑟 的 乘法 单 使 元 1 E28(R), YZ{R) 是 卫 的 非 空子 代 。 
任 取 mp, YEY(R)，YaE 且 ， 

(eiy)rgG= wa t= 0 a Y= 0 (rm +), 

《一 站 )sC= 一 0Q= Aart= a (vw), 
玖 CZ(R), 二 ) 是 《<R, + 的 子 群 。 又 任 了 regEG(RR)，vaeE 忆 

(vy) sa= p(y) = pay) = (za) .9 
= (8m) Y= 0 (Vey), 

zyEZ(R)， 即 在 2(R) 中 莱 法 运算 ， 是 封闭 的 。 综 上 知 C%( 玉 )， 
+…*》 是 < 卫 ，+,*》 移 子 环 ， 

定义 7.8 Ri 和 Rf 是 环 ，f 晤 从 有 到 RR 的 映射 。1s, 和 
lx, 分别 是 Ri 和 RR; 的 更 法 单位 元 。YV4，2bE RR,， 

fla+d) = f(0) +f(0), 
feb)= fl0): f(0), 
fl1a1) = lr» 
履 么 称 了 是 从 Ri 到 有 ;的 环 同 态 映射 。 

如 果 了 是 满 射 ( 单 射 , 双 射 ), 则 称 f 为 满 环 同 态 映射 (单一 环 
同 态 映射 , 环 辣 构 映 射 )。 

例 3 从 及 "到 其 自身 的 线性 变换 全 体 对 加 法 和 乘法 运算 构 
成 环 ‘L(R",， R")，+ ，》。w 阶 实数 插 阵 环 记 为 “ 开 Gxm， 玉 )， 
+，">. 证 明 这 两 个 环 是 同 构 的 ， 

证 明 ”从 R" 到 其 自身 的 线性 变换 对 于 RR" 的 一 组 基 21，z;， 
“ey, Dn 有 


D1 Ti1 V1 Tia Ta ton tn, 

Ta dol 1 Gon Va 十 … + G2n Tn 
人 一” 

Zn (nl HL1 + Tn2 Ta + nn Tn 


我 们 定义 f; L(R", RY 一 Mnxn, R), 
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nt Onn" Cn 

在 线性 代数 中 学 了 过; 在 一 组 基 之 下 .人 每 个 经 上 往 变 控 
窍 阵 ,并 且 线 性 变 铝 的 和 对 应 于 矩阵 信 本 ,维和 性 变 次 测 自 对 应 于 窍 
阵 的 乘积 。 记 以 ,对 于 线性 变换 ww，BEE(R，R)， 

(at+B) = f(a) +f(B). 

fia Bd) = fo FB8). 

若 ?是 单位 线性 变换 ,网 了 (yy) 是 单位 咎 降 。 反 这 粹 ,对 任意 mn 阶 
实数 矩阵 者 可 以 定义 机 应 的 线性 交 技 。 不 同 向 线性 变换 对 应 不 同 
的 矩阵 ， 所 以 了 是 满 射 儿 单身， 从 而 子 是 环 辐 构 跨 射 。《L(R"， 
R?)，+，。 与 人 (xn 有 R)，+， "> 是 同 构 的 。 

例 4 〈Z::，+ ,与 424，+， 下 两 个 环 ， 令 太 Lot， 
F[c]as) = [zc]。 首 先 指 出 澳 射 了 的 定义 与 代表 元 选取 无 关 。 这 
是 因为 大 [zj]ss= [Loy]a 那么 24|4zZ-2Y)。 而 4124， 政 4|(z 一 9) 
[zj = [Ys, 

fF + yd) = fs + ya) = E+ 

= CI: + [Lys= .f(z1a) + FOLEY se), 
fiL2dss)* Lyjsa) = fey) = Le yt 
= [EadeLyds= Ce] fCLY ss), 
[1]st = [IT]:。 
所 以 子 是 环 癌 态 路 射 。 
环 同 态 有 映射 也 有 有 类似 于 群 同 态 此 射 的 一 些 性 质 。 

定理 7.7 ff 是 从 环 Ri 到 骏 靖 : 的 同 访 现 射 ，On: 和 Og, 分 
别 是 环 Ri 和 Rs 的 图 元 ， 

1” CO) = On,。 

2” ff(-a)= -fo. 

3” 营 c 是 i 的 可 北 元 , 则 (a) 是 Rs 的 可 递 元 并 县 
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于 一 个 nxn 


(GD = (fla))’, 

证 明 f 是 从 环 及 , 到 环 RE; 的 辐 瓷 驱 射 ， 那么 了 也 是 从 交 挤 
入 《BR +》 到 交换 群 《Rs, 二 > 的 陪 回 态 路 射 ， 所 以 1 与 2 显然 
成 立 。 若 5 是 五 | 的 可 逆 元 。 即 存在 ce ER 使 ga =G GeG=1aiy 
那么 

fo) Fa) = Fa ) = f(s) = 1p:， 
(ac)= fla' ta) = flr)= 1a, 
从 而 jc) = 《fl(4))'， 证 毕 ， 

涡 5 《2Z， + 路 与 <Za，+，*) 是 环 , 邻 f Z>2Zn, f(m) 
= [mJ; 了 是 满 同 态 映 壬 《ZZ，- ,7 是 整 环 , 《Zn， 二 ，*) 不 一 
定 是 副 环 。 湘 允 = 无 时 工 厅 EL 扑 =[0],[ 酝 ，[ 纪 天 [0， 环 《2 
+ ，*? 中 有 和 零 对 子 ， 

例 6 《<ZxZ, +，*") 与 必 ，+，*) 是 环 . 令 f, ZXZ>Z， 
f(a,5)= as 了 是 满 同 态 脆 射 ， 忆 x 乙 中 的 非 符 元 素 (2, 0), (0, 1) 
是 等 冯 了 ，2x2， + 不 是 整 评 ,但 《2 , +， "> 是 整 环 。 

以 二 枯 合 说明 环 同 态 映射 并 不 保持 环 的 全 部 代数 结构 。 为 此 
给 旦 让 下 冠 理 。 

室 滋 7 了 .8 了 是 从 环 RI 到 Bs 的 同 枸 了 映射 ， 如 果 五 : 是 蓝 环 
〈 域 ), 生 人 委 到 ei 

活 愉 局 于 多 它 是 非 平凡 交换 环 且 没有 零 因子 。 令 f， 
政情。 是 同 构 虑 贡 ， 0 直 lris 0p = fl0R, )Af (lea) = 1a,, 
了 让 Rs 偿 非 平 几 环 ,， 任 取 wa，Y2ERs， 必 存 在 2m， ER 使 
fT1) = wo, FY1) = ws, 

Da Ya= FD) FID = fr) = fy) 
= fy) fm) = Y2" m2 
BR 是 交换 环 ， 如 果 ,9 Ro 且 22 史 = 0a 由 于 存在 VY ER 
使 f(z) = vo f(V1) = Ys 
Op1 = to Ye= Fr) FV) = fr Yi), 
而 了 二 单身 , 必 有 wo = 0a1, 因 Rr 中 无 零 因子 ,推出 w= 0a; 或 
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yi = 0a:， 进 而 得 由 z= f( wr ) = 0r; 或 Wo=f(91) = 0z;。 这 说 悍 
Rs 中 无 零 办 二 , 疏 By 是 整 环 。 

知 兴 总; 是 域 , 任 了 到 Rs 的 非 零 元 素 wa， 因 了 是 注射 ， 必 存在 
ER 使得 fv) = xo。 了 又 是 单身 ,wi 是 Ri 的 非 堆 元 屁 , 它 在 
Ri 中 有 道 元 w!，f(w1) € Rs， 

fv fm) = Faiz) = (fn)= 1a,, 
那么 (wD) ER 是 wvo 的 逆 元 。 由 wr 的 任意 性 知 有 Rs 是 域 . 

证 上 毕 

定 还 7.9 ‘ 且 ， + ,，) 是 环 ， 在 非 室 集 合 RR: 上 定义 了 两 个 运 
算 + 和 -， 如果 存在 满 射 ,>R, 对 于 所 有 .50ER 有 

flatrb)= fr) + f(D), 
flab) = fa) f(8), 
潜 妈 《Ri，+ ,，*) 是 环 。 

证 明 ,瑟瑟 是 满 射 。 中 元 素 痢 可 以 写成 Fa) 形式 ， 
aE€ RR， 由 于 《有 R，+》 基 交换 烙 ， 所 以 豆 中 + 运算 满足 交换 律 各 
结合 律 。f(0g) ERI 是 Ri 的 零 元 ， (~%) 是 所 4 的 负 元 ， 戊 
CR +》 是 交换 群 。 由 于 《B,，》 是 带 1 半 群 。 这 以 轧 中 :运算 
是 封闭 的 并 且 满 足 结合 律 。 灰 1)E 玉 是 五 : 的 乘法 单位 元 ， 故 
《Ri1，*》 是 带 工 半 群 由 互 中 .对 + 有 左右 分 配 律 。 所 以 RL 中 
对 + 也 有 左右 分 配 律 。 

综 上 讨论 知 〈 瑟 ，+，。》 玩 环 。 


7.4 理想 与 商 环 


这 一 节 我 们 将 用 定义 商 群 类 似 的 方法 定义 高 环 。 这 里 与 正规 
子 群 相对 应 指针 念 是 理想 。 商 环 息 骨 允 于 一 个 埋 宅 的 陪 集 组 成 的 
集合 。 

定义 7.3 了 是 环 丸 的 空子 集 。 如 果 Ya ,yy ET,rE 有 
X-2ETI,2orEI 江 且 和 2ETI, 则 称 工 是 总 的 一 个 理想 ， 
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在 此 定义 中 。 目 主 way YY 了 ww 一 和 人 了 玲 册 《<T，+》 是 《BR， 
+ > 的 于 群 。 

对 和 扰 个 环 及 部 育 吾 和 {04} 个 理想 。 我 们 称 这 丙 个 理想 
叫 作 平凡 理想 。 非 平凡 理想 称 河 瑟 

如 果 五 , 是 环 及 的 型 想 。 红 六 


了 Te= > 六 工大 ora TigCTi, rarElo, 1HENn, n= 1, 2 


Ti+1a= {ri1+r2) EET, raCI,}, 
慰 各 了 ga 与 三 + 者 时 玉 的 理想 。 证 加 六 人 习题 。 

例 1T 在 贷 日 司 你 执 环 (Zo. 二 .》 中 ,也 = {0], [32} 是 理 
想 。 在 环 《ZX 二， > 中 ,Zo (060,71) mn&Z} 是 更 起 。 

在 环 只 中 ,和 剥 用 无 的 刘 想 工 壕 立 了 一 个 关系 ， 我 们 称 环 及 中 
的 元 素 4 与 y 模 了 同人 余 ， 当 卫 仅 当 %-yERB, 不 难 证 明 避 中 的 模 
* 同 余 关系 昨 等 价 关 系 。 元 趾 人 所 证 的 笔 价 次 

[w= {yyE Rv-y EI}= {wid ET}= i+I, 
在 商 集 合 RB/I 中 定义 [vw]+[y]=[z+yj,[Lejr[Cy1= cz 执 。 姑 此 
定义 的 笑 价 装 加 渡 和 和 号 法 是 与 代表 元 选取 汇 关 和 襄 。 这 基因 为， 如 
困 [zj]= [28s], [1= [yzl, 那么 由 vw ~ zs EI, V1 一 ya&€ 工 知 
(tty) — (wat oa) = (vi v2) + (Y1 — ya) ET, 
TY — Ta Ya = ti WY) FT (ma) ys ET. 
故 (x. +0) +I= (v2 + ya) tI, vie t= s+, 

定理 7.19 工 是 还 及 的 理 涩 。R/T= {z+I|IwER} 中 的 加 
法 + 和 贺 法 :如 上 定义 。《 有 R/T，+ ，' 为 环 ， 并 称 为 已 模 工 的 商 
还。 

证 明 BR/I 中 的 + 和 :运算 是 由 等 价 类 代表 元 的 T+ 与 :运算 实 
现 的 。《<R/I，+) 中 + 运算 满足 结合 笋 和 交 澳 律 。0e+ 工 是 RB/I 
的 零 贡 。( -2)+ 工 荐 Z+ 工 的 负 元 。 故 《RAT 0 
《R/TIT，，) 中 运算 满足 结合 律 ,1a + 工 是 其 单位 元 ， 故 《BAT、。 
是 共 1 于 群 。 "对 + 显然 有 左 . 右 分 配 律 ， 综 上 知 《RB/I,+， 
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在 代 1 中 
Zof i= {LO0+E, Ll :FT L277,), 
ZXxZ/Ta= {Gm, 0) TmEZ) 

如 果 环 刁 的 理 租 工 中 有 六 的 可 省 元 ?如 和 型 起 的 定 
义 知 r r=1aE7I， 任 取 守 ER，Fla=FCY, 汪 是 用 和 7 了。 叉 知 
理想 I 是 且 的 非 空 丁 集 1GR, 故 向 出 工 = 玉 ， 册 该 理想 必 是 平 
凡 理 想 。 

在 域 也 中 ,着 工 是 避 前 于 组 且 奔 4710， 则 必 存 在 一 个 非 零 
元 素 &E7。 疝 旺 中 不 非 零 症 党 痢 贡 道 ， 奈 以 必定 工 = 百 。 这 就 
是 说 域 五 具有 有 欧 个 弄 误 {07} 璋 司 ， 天 引 和 下 证 超 。 从 而 域 将 的 
商城 或 是 FAf0r := {r+{0r} [17EF} 之 1 或 臣 F/FR={F} 
衬 {0r}， 它们 的 结交 过 于 篇 单 , 没 有 必要 深入 讨论 。 

下 面 我 们 来 讨论 一 种 特 忠 的 理想 ， 

定理 7.11 有 是 变 湾 水, 对 于 部 中 泡 牢 a4,(2) = {917r1r€ER} 
是 性 的 一 个 理想, 称 它 为 由 生成 总 理想 ， 这 类 鞋 瑟 的 理想 叫 作 
主 理 想 ， 

证 明 对 于 豆 中 元 素 g，avlp=G， 显然 gE (lo)。 如 果 ai 
#2&E(e)， 即 存在 ri，7s€EhR 储 Qi=8rr 人 =Co1a 而 -qe 
= GT 一 Mo 故 拉 一 CE(e)。 又 对 任意 rE 己 ,esi= 了 Ce) 
= QE (GGT rr) EC 所 以 (0) 是 及 的 理想 ，。 
证 上 毕 。 

把 这 个 思想 推广 到 交换 环 五 的 了 集 上 。 分 B= {ri, Ta +*y 
ri} SR. 

《7 fas os Fx) = {TG + Ty Bat ee tr a [es ,R29 ER}. 
是 五 的 理想 ,并 称 它 为 5S 生成 的 理想 ， 

定义 7.10 如 果 环 刃 的 所 有 理想 都 是 这 理想 ， 曙 各 已 十 衬 
理想 环 。 

例 3 证 明 ^2， +，* 是 主 理 娘 环 。 
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证 明 设 了 是 ey “< 和 二，*》 的 理想 。 如 果 工 中 没 用 非 
零 元 圭 ， 即 工 = (0}， 习 是 由 0 生成 的 理想 。 如 采 工 中 有 韭 
零 元 素 ， 1 aEI (假若 5<0， 且 5EI。 国 
为 了 是 一 想 ，- 1EZ，-B8=(-1).5ET, 并 且 -50)， i 
-可 以 在 工 中 找到 一 个 最 小 的 正 整 数 。 对 于 工 中 任意 元 训 n,% 
=mk+1, 六 中 02<8， 由 于 了 工 是 理想 . 失 出 也 = 交 一 和 ET。 订 天 
是 工 中 最 小 的 正 整数 ， 得 知 必 有 = 0， 即 m= mEE《%)。 从 而 
I 和 (Lk)。 义 由 于 EI 显然 mFEI，,， 故 (6)SIT。 最 后 得 知 工 
= (k)。 这 说 明 整 数 环 是 主 理想 环 ， 


7.5 多 项 式 环 


7.5.1 环 上 的 多 项 式 
环 《R, + ，*〉》 上 的 多 项 式 定 义 为 


Plwy= go 十 本 人 十 二 Greg , UnF0R; n>0, 
其 中 ao cl …，anE 五 称 为 系数 .z 为 未 定 元 ,为 p(w) 的 次 数 ， 
即 deg(p(w))=n。 环 上 的 非 零 元 素 称 为 零 次 多 项 式 ( 或 常数 
多 项 式 }, 零 元 娄 0a 称 为 零 多 项 式 。 
环 R 上 的 全 体 多 项 式 组 成 的 集合 RLx]， 在 其 上 定义 运算 + 
和 ,， fke),，g(w) ERELc]。 其 中 Jo = 六 aoc 9(5)= 加 bl 
Tax nin) 


fr) +9(2)= 2 《cx 十 rm, 


x=0 
fw) 902 = org, cr= ob 0<FEm+n, 
其 中 若 加 之 nn 时 4:=0， nn 之 Fm 车 mn 时 ,bx=0,， mh 
<n。 不 难 验 证 《<R[w]，+，*》 是 环 , 零 多 项 式 是 零 元 , -了 ( 2%) 是 
ftw) 的 负 元 。 常 数 多 项 式 ts 是 乘法 单位 元 。 
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如 车 吾 是 整 环 , 即 如 是 非 平凡 灾 换 环 并 月 没有 等 因子 ,2) 
与 g(w) 是 RLw] 中 的 非 零 多 项 式 。 它 们 的 次 数 分 别 为 n,m( 这 0)， 
好 fw = Ca 十 人 和) 二 Do 二 Gy bn 庆 Ora。 由 于 号 整 
环 ，anpon 关 On。 击 
flw)r gqg(w) = odo "+ 
是 非 伶 多 项 式 ， 从 而 RLz] 中 无 零 因子。 又 RLzJ 是 非 六 几 交 搞 
环 , 放 RL%] 是 整 环 。 


7.5.2 域 上 的 多 项 式 


定理 7.13 万 明 域 ，f(z)，g( 2 ) 时 多 项 式 环 F[ v1 的 元 
六。 姑 果 yg(2) 不 是 圭 多 项 式 ， 则 存在 唯一 的 ，9(27 )，9(z)E 
zz)， 使 担 

站 (027 = gf 和) 9) 十 人 (CC)。 
其 中 7(z) 或 是 零 多 项 式 或 是 次 数 小 于 deg lzr) 铝 多项式。 

证 饥 今 gt)= 如 二 bw +b,r”*， 天 Or， 各 产 0。 考 上 碟 
集会 。 
S’= {f(x) ~ Sv) gr) So EFL} 

有 两 种 可 伦 的 情况 ， 

1” 下 多 项 式 OiES'。 上 由 时 存 克 2(z)EF[wJ]， 使 得 f(x) 
= gv)" g(r), 

2” 安 多 项 式 Q&S'。 记 S' 中 次 数 最 小 的 多 项 式 为 7 (2)， 
存在 g(%) EBLwjJ, 合 7(2)= (2) 一 g(w):g( 8), Bh fv) = q(8): 
9 (8) +7(w)。 假设 7(28) = ed 二 oo 01 Opt 衬 m, 现 构 造 一 
个 新 的 多 项 式 

mw) = fw) — g()* ene “ “" g(r) 
= 2) 一 0 和 十 、 
于 是 deg(raz))》<degktr(z))， 而 
ai(Z) = (2) 一 [ak(z) teowrbiw "gw ES". 
这 就 与 (2) 是 87 中 次 数 最 低 的 多 项 式 相 了 矛盾 。 故 不 可 ， 所 以 必 
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有 degktr(2))<deg(g(z))， . 

下 面 证 明 gtw)，r(w) 是 唯一 的 。 现 龟 设 gif(z 》， 和 (党 )》 及 
9at2)，72(C0) 均 溃 足 

fT) = q(T) gw) 十 人 (2 ， 

HL) gm) 9 (2) + ow), 
并 且 (8)， rslz) 的 次 数 均 小 于 g(2) 的 次 数 (= m)。 将 上 面 两 
式 相 减 和 到 

《gtK2》 一 da)) GE) = rl) -1(w), 

如 果 gq(#) 一 qatw) 不 是 过 窑 项 式 , 殿 么 壬 怀 左 边 多 项 式 次 数 大 于 
等 于 好 ， 耐 等 式 右边 才 不 起 天数 小 于 各， 产生 孚 畦 ， 政 不 可 。 所 
以 必 有 gC2) = qs)， 山 号 取 担 出 熙 (2) = 人)。 证 荣 ， 

这 个 定理 说 朋 域 于 了 谎 多 磺 式 可 以 信 除 法 。 其 讽 和 余 式 着 唯一 
确定 前。 如果 六 zy) = gC og(2)， 则 闷 0C2) 是 fw) 的 因 式 。 特 
草地 ,了 下 9(z) =2-a， 2z) 除 以 wz 的 余 式 是 域 忆 的 元 素 ， 即 

fim) = g(r se) tr roEF, 
令 z=@, 得 到 7= 了 (2)、 由 此 可 知 ， 丰 FILwJ] 中 多 项 式 z-q 蚌 
了 lw) 的 因 式 当 了 人 充当 f(a) = 05;, 这 时 称 @ 是 多 项 式 了 (wm) 的 根 。 

定 肌 7.14 灌 太 上 上 昭 多 项 或 么 FIL:t] 是 主 理 粮 环 、 

证 明 设 了 于 2 的 一 全 加 由 。 和 车工 中 没 栖 非 零 多 项 式 , 则 
了 = {05), 它 是 由 OF 年 过 区 开交 。 游 工 中 有 非 零 多 项 式 , 其 中 次 
数 最 低 的 非 受 多 项 这 忆 为 gir)， 对 于 gtw) 有 两 种 可 能 的 情况 。 

1” deg (yr) =0, g(r)=oEF erOr. 在 五 中 
有 道 @ ,ww EFLzwJ, wg= 1rET, 下 了 = .F[z], 它 是 由 1s 生成 
的 理想 。 

2” 若 deg( olw)) 去 0, 企 取 f(z)EI， 由 定理 7.13 知 存在 
gv)， T(z)ERCml1 使 (72) = g(w).g(r) ++r(w)。 因 为 g(w) ET 
立 了 是 .FCw1 的 理想 ,推出 rw)EI， 由 于 9《z) 是 工 中 次 数 最 低 
的 多 项 式 , 放 必 有 7(z) = 0rp， 财 f(zw) = qlw)*glw)E(tg(wm))。 由 
了 C8) 的 任意 性 若 了 三 (g《(w))。 反 过 来 , 9(w) ET 对 任何 gw) 七 
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Fro]3 ge) gtw)eET, 从 而 (9(z))SET。 综 上 分 析 姑 了 
= 《gw2)), 
所 流域 上 的 多 项 式 环 F[z] 基 主 理想 环 。 


7.5.3 域 上 的 多 项 式 商 环 , 


域 户 的 多 项 式 环 FILw] 蚌 主 理想 环 .， [ww 1 的 弄 根 者 是 PP 
二 {了 PP(w)) 形式 ,其 中 P82) = go0+ot+: 十 Ow ， Qn 天 D5, 天公 
PL)/P= {fw) +P If EE FLLJ), 
而 了 (0) = g(2) » po) + fm) ~ Tw) EC D2)), Ef) 
+ 也 =7r(z) +P， 所 以 
FELw]/P= {bo +bwm t+ tha tw” + Plbo, bs 7, bn EF}, 
例 1 写 出 Zo[z]/(w2+w+1), 的 加 法 天 和 乘法 表 。 
解 ”Z;= {[03; [13} ,我们 简写 成 Zs = {0, 1}.( 必 十 必 +1) 是 
2s[z] 的 主 理 想 , 令 P= (22+2+1)， 
ZaFz]y/ P= {as +b) +Plo, LEZ,} 
={P,1+P,z+P, 1+z+P}, 


它 的 加 法 表 和 和 乘法 表 为 ， 
+ P 1+P w+P 1+s+P 
P 有 1+P wt+P 1+w+P 
1+P 1+P 五 1+w+P vw+P 
w+P w+P 1+j+P PP 1+P 
i1+zs+PiI1+wtP stP 1+P P 


* |p 1+P w+P 1l1+wt+P 


PIP P A P 
1+PIP 1+P +P 1+%+P 
+p | wrP 1+w2+P 1+P 


itw+PIP 1+vtP 1t+P + 


7.6 环 同 态 定 理 


定义 7.11 gp 是 从 环 五 ; 到 环 Ra 的 同 态 蜡 射 。0z, 是 卫 z 的 
3 时 元 , Ker m= {7jJ7ER, p(T) = 0 。 称 为 2 的 同 赛 核 。 

定理 7.15 % 溃 从 号 到 ,的 环 同 态 映 射 ， Ker 9 是 Rs 的 
理想 . 

证 明 9 是 从 及 到 Rs 的 环 同 态 映射 ,gp 也 是 从 交换 群 《Ri， 
+》 到 《及 ，+ >》 人 的 栓 同 态 跨 射 。 由 定理 6.6 知 Ker p 是 《Ri, +》 
的 下 规 子 尾 , 件 取 2rseaEKer yz-ZoEKerp, 又 若 2EKerp， 
rER,, 

PPT) = EP) PT) = Ors PT) = 08,, 
知 Ze7EKer P。 同 现 可 证 7 EKerp。 从 而 Ker2p 是 总 :的 
理想 。 证 毕 ， 

定理 7 了 .16 〈 球 同 态 基本 定理 ) 

环 Ri 的 任意 南环 党 是 环 总 的 同 态 条 , 车 p 是 从 环 六 :到 
了 >: 的 满 同 态 上 映射， 那么 

Ri/Ker yg R, 

证 明 设 工 是 环 Ri 的 理想 。 令 Y: Ri R/T P(r)=7 

+I1, 显然 是 满 宗 。 又 对 任 总 71, 72€ Ri， 
Pr 二 rz)》 = F472 二 了 = Cr +7) + (rs +I) 
= P71) + P(rs), 
Pp{riere) = Ciera) +I= (Cr +7). (rs +I) 
= Pr) :P(r), 
有 (1a,) = lg, 十 了 工 ， 
知 了 是 满 同 态 竖 壬 ,PCRi) = RT. 

沙 gp 是 从 环 有 R, 到 的 满 同 态 喘 射 ,那么 p 也 是 从 《已 ,+》 
到 《Rs +> 的 群 同 态 胸 射 ， 从 群 同 态 基本 定理 知 w,RKere 
一 9 +Ker g) = gp(r) 是 群 冶 构 映射 。 又 
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gl(lri+Ker gp) (r+ Ker pg)) = plri*rs + Kor oy) 
= p(T Ta) = plri) pT2) 
= plrit Ker g): plrst Rer op)。 
pllp,+ Ker p= pllr,)= le， 
知 2 是 环 同 构 映射 ,从 而 
Ri/ Ker pe Rs 
证 毕 。 
例 1 Q[2z] 是 有 理 数 域 QQ 上 的 多 项 式 全 体 . 令 Q(w5) 
={e+bw2|c 5EQ、 证 明 
Qrz]/(o -2)sQ(w2)， 
证 明 今 内 , Q[z]xQ (V2), (f(z)》=f(w 2) 是 环 同 
态 映 射 . 任 取 e+bw 2 EQ (V2), atbrEQI2], W(totbe) 
=4+aw2。 所 以 少 是 满 同 态 映射 。 下 面 求 Ker 水 ,， 若 p(w) E 
Kery, 由 p(w 2)=0。 取 g(w) = 2， 由 定理 7.13 知 
P= qo) 一 2) ta tarw, go mEQ, 
由 gw2)=0 推 出 ao+erwv 23 =0， 得 知 必 有 qo。=qi=0， 并 由 
此 得 到 p(-2)=ao~-av 2=0, 于 是 坟 -2 是 p(w) 的 因 式 ， 
Ker 风 = (w* - 2)。 根 据 环 同 态 基本 定理 知 
QfrzJ/(z2-2)sQv2)。 
例 2 证 明 R[z]J /(w2+1)s=C, 
证 明 令 几 : RFz]>C， 由 (f(zw)) = 了 (6) 是 环 同 态 映 射 。 任 
取 4at8iEC, atorERry], 使 得 Wg+ bw )=at+ 肠 ， 故 中 是 满 
同 态 映 射 ， 
任 取 p(w) EKery, 即 p( 5) =0。 取 g(w) = z+1。 内 定理 
7,13 知 | 
PP) = gw) (sm +1) +Ao tor, GCC 及， 
由 2 =o0-mib=0 推 出 ao=a=0。 并 由 此 得 到 p( 一 办 =0, 了 于 
是 避 +1 是 ptw) 的 因 式 ，Ker 由 = (w?+1)， 再 根据 环 间 态 基 本 
定理 知 
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及 [zj/(x +1) 宕 C。 

定理 7.17 了 是 从 五; 到 了 ,的 环 同 访 映射 。 

1” Si 是 及 的 子 环 , 则 了 (CS1) 是 R 的 子 环 .特别 地 ,fCR1) 
是 至 : 的 子 环 。 

2” A 是 开 芍 再 息 , 网 了 (S51) 是 RI) 药理 想 。 

3” 5 是 (RBR1) 的 子 球 , 则 "1(S,) 是 的 学 环 。 

4” Sa 是 AR.) 哆 理想 , 别 广 (go ) 是 2 的 理想 县 忆 / 
FIOS) FDR) NS,. 

证 明 ”这 里 只 证 明 1” 和 和 4°， 

1” 了 是 从 已 到 BR 的 环 同 态 映射 那么 了 各 从 《〈 玉 ，+ ?到 
《Rs + > 的 群 态 态 映 射 。 Si 是 请 的 和子 环 那么 《SI，+》 是 《Ris 
+> 的 子 群 , 出 定理 6.7 知 《f(51)，+)》 是 《2，+》 的 子 群 。 任 
取 wa Yo 所 1S1)， 存 伍 4, V1ESi 使得 了 (81) = 大 的 )= 纺 。 因 
zi*Yi ES i 以 

Tor ya = fT FV) = fiw Ef). 
f( Si ) 对 乘法 . 是 封闭 的 。 又 le ES)， 六 TIp)=1a， BW lr E 
f(S1)。、 由 此 着 进 《<fC8D) +》 是 《Ra，+，")》 的 子 环 。 
特别 地 , 已 是 Ei 的 子 环 , 记 凡 了 有 ) 是 Bs 的 半球。 

4” 已 知 S 是 了 (RL 的 理想 ， (BD)/3s 是 环 。 邻 迪 : 天 已 
一 大 BAS OFrD=Cnm)+S 显然 站 是 满 射 。 又 因子 从 
Ri 到 RI) 的 注射， 所 以 区 了 是 从 Bl 到 fCBRi )7S。 的 满 射 。 对 
于 75€E Ri, 

CE ITL F=f Cr tr = fr + ro) + Ss 
= (f(r) + f(ro)) +Ss 
= (fr) +t Ha) ~ (flrs) + Is) 
= (Wr) +t (GT), 
(Pfr) = Pf ri rs)) = fre rs) 十 和 
= (fr) fra)) 十 向 
= (f(ri) + Sa) (fr1) + 82) 
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= ($f Cr (bf) ra), 

(Wf lB) = 出 (File)) = f(r) +S = 1 +S>, 
从 面世" 了 是 满 同 态 映 射 。 

Kerthf)= {rr€ER, yflry= 8,} 
| ={rlrER, f(r ES = 10S2)。 
由 环 同 态 基本 定理 知 

Ri/f (8) Sf R/S,. 
定理 7.18 Ii, 7 是 环 尺 前 两 个 理想 , 7 全 1, 则 了 /Ts 是 

/I 的 理想 且 


证 明 工 , I: 是 环卫 的 理想 , 了 ;三 T 全 BR。 我 们 建 章 商 集合 
T/Ts= {+I lsE TER/ TIT, 定义 f, R/Tso>R/T, f(r +1) 
= 十， 洁 r 二 To=72+To 时 ， 71 一 72E7s， 而 三 万 所 以 
条 一 ga 和 ET， 从 市 和 +T= Ya+T。 该 映射 与 代表 元 选取 无 关 。 
是 满 射 ， 对 于 71, ?sR 

7((ril +T2) +t rot LT2)) = 大 (9 十 Ya) 十 za)=《Ti 十 fo) 十 了 
=《TFi 二 1) 二 (ra 十 工 1)》 
= f(r1it 7s) 十 大 (rs 十 了 3)， 
KGCrr 二 Ta 十 Is) = Fisya 二 Ta) = 71*7s tI 
= (Tit+Le (ro + li1) 
= f(rit Ta) :f(rs + Ta), 
fllrn+T12)= 1r+1:, 
了 是 满 问 态 喘 射 。 

Ker 了 = tr+islr+i=Tiy= fr+zalrEI=T7AITa。 

由 环 辐 态 基 本 定理 知 
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7.7 素 理 想 和 极 大 理想 


工 是 环 妨 的 理想 ， 则 BR/I 是 环 ， 秆 么 样 的 理想 能 使 RAT 为 
整 环 或 首 为 城 呢 ? 先 看 个 信 卫 。 我 们 已 经 讲 过 整数 环 《Z，+ ，.:， 
中 所 有 理想 都 是 主 理想 ，p 为 素数 ,，(2)= {8-pl8EZ} 是 Z 的 理 

2Z/(p)={f(p)，1+0pD)， (DTI)+(D) SZ,, 
如 果 人 +(2)) (7+CD))=(D)， 即 宫 7JE(D)， 0217， 那么 推出 
2 或 217, 即 2+(p)=《p) 或 jt+(p)= (p)。Z/(p) 为 整 环 。 由 
此 引出 素 理 想 的 概念 。 

定义 7.12 了 工 是 非 平凡 交 浪 还 玉 揭 理想 ，T 关 尽 。 对 于 五 的 
任意 元 束 c，D, 如 果 a, 5EI 能 维 出 cE 了 或 5E 了 I, 那 么 称 了 为 ) 
的 彭 理 想 , 

定理 1.19 工 是 三平 凡 京 换 环 玉 的 理想 。 了 /IT 是 整 环 当 且 
仅 当 工 是 紊 理想。 

证 明 BR/I 是 整 环 ， 且 的 任意 元 素 4,， 3， 如 果 a'58EI， 叶 
(CatI) (b+I)= G60+I=， 册 于 R/T 中 没有 零 因 子 。 所 以 必 
有 a+I= 了 或 者 8+I= 了 (I 二 R/T 的 零 元 )， 于 是 mEI 或 才 
5E€I。 所 以 了 是 漆 理 想 .。 

反 过 来 ,如 果 工 是 于 的 素 理想 ， 在 环 R/T 中 , 车 (8 + 了 I)*(b 
+I)=cp+TI= 了 了 ， 必 有 a*pEz。 因 工 是 素 理 析 。 推 出 或 者 wE 
了 ,或 者 DET, 即 4a+7= 了 或 者 8+ 了 = 了 这 说 明石 /7 中 没有 去 
因子 。 所 以 BR/I 是 整 环 . 

例 1 域 太 上 的 多 项 式 环 [oz] 是 主 理想 环 ，(%) 是 素 理 想 。 

证 明 (z) 是 (2w2) 的 型 想 , 商 环 

FILw]/ (0) = {fC2) + C8) IF 8) E FLL]} 
= {a+(2)|sa€EF}. 
定义 ;FL2j/(2) -> 了 ，g(a+(z)) = ga 是 环 同 和 构 映 射 。F[z]/ 
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《wy) 了, 所 以 Ls% ja) 是 整 环 ， 册 定理 7.19 知 (w) 是 素 理 
想 ， 

定义 7.13 工 是 环 忆 的 理 窟 ， 了 了 尺 。 若 ITC， 邓 是 五 的 
理想 , 财 必 有 Y= R。 我 们 称 工 是 五 的 极 大 理想 ， 

例 2 整数 环 Z 中 ,六 是 束 数 ,，(2) 是 乙 的 索 理 想 ， 它 也 是 忆 
的 极 大 理想 。 这 是 因为 , 营 天 是 Z 的 理想 并 且 (p) 忆 MM， 及 中 必 
有 元 素 mp)， 即 m= p+tb,0<1 二 p.。 1 与 p 吾 索 , 那么 存在 
4G, 5EZ 使 atpb=1, 出 mm，2E 开 ， 扒 出 IEM， 进 而 得 知 1E 
玉 。 最 后 得 出 开 = 2 

例 4 域 上 的 多 项 式 环 FELz] 中 ,2 是 FE] 的 素 理想 。 它 也 
是 FTw] 的 极 大 还 想 。 这 是 因为 如 时 开 是 8[w] 的 理想 而 且 (2) 
筷 好 。 那 么 存在 f(s8)=aw" tw vita EM, qs0, f(w) 
《ZJ)， 令 Fo) = 所 (0) +ao， (0)E(C2)CNH, 挫 出 ao。 qo 是 
域 正 的 非 老 元 了 可， 它 是 可 逆 元 。 严 [ 雪 的 理 起 对 包含 可 道 元 mo 则 
必 有 有 2f= ZLo]， 

定理 7.20 工 是 韭 平 凡 交 接 环 请 的 理 棚 ,R/T 是 域 当 且 仅 当 
I 是 号 的 极 大 班 想 。 

证 明 已 知 吾 / 工 是 域 , 工 关 玉 。 若 了 CC 开 , 邓 是 吾 的 理想 , 那 
么 存在 ecE 玫 玫 eeT 至 然 gc+T 是 域 也 /的 非 零 元 素 ， 它 的 逆 
元 是 必 + 了 T, 即 《e+T)(z+T)=1T1+T 因 GEAMH，wER,AH 是 用 
的 理想 ， 宕 gjwEH， 又 ICM， 故 1+I=g*wt+ICM， 由 此 推 
出 1 各 时 。 从 而 让 =R， 这 就 证 明了 工 是 极 大 理想 。 

反 过 来 , 了 是 极 大 理想 , sg 了, gt+ 工 是 RJ/I 的 非 零 元 ， 恕 果 
人 w+ 了 是 + 了 的 道 ,ww 应 满足 

(oa+1I)(w +I) =arm+I=1s+I1, 
即 wz 一 la&€I，。 考 冉 集 合 
A={-i+taviitel, wvER)}. 
显然 了 C4，4 荐 号 的 非 空子 集 ， 任 取 ~ 宙 +am， -和 +052E A? 
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(tar)-{-itar)= -~ jt+als — v2) Ed, 

Ci taov) y= -bY tolw ey)E A, 
知 4 是 肪 的 理想 且 ICA4。 册 于 了 I 是 卫 的 极 大 理想 , 必 有 4 
= 避 ， 于 是 闷 的 乘法 单位 元 1aE4。 存 在 各 ET，xzoE 呈 使 1 
= -60otaro,B avo -liaET,zo + 了 就 是 a+ 了 的 逆 元 。 从 而 RR/I 
是 域 。 

如 果 工 十 非 平凡 交换 环 电 揭 极 大 理 黎 。 那 么 瑟 / 工 是 域 。 而 
域 是 整 环 , E/T 是 整 环 , 又 推出 了 是 五 的 夷 理想 。 得 到 如 下 推论 

推论 7.1 菲 平 凡 安 挫 环 的 极 大 理想 一 定 是 罕 理 想 ， 

此 推论 移 逆 命题 不 一 定 成 立 。 例 如 整数 环 Z 上 的 多 项 式 环 
ZLz]，(z) 是 Z[w] 的 这 理想 。Z[w]/(z) 衬 Z。 而 ZZ 不 是 域 ， 故 
(w) 不 是 Z[w] 的 航 大 理想 。 


习 是 


I， 下 烈 代数 系统 骂 此 是 环 ? 

(1)《Z xZ， 十 ，"》， 其 中 十 与 均 是 对 分 区 点 运算 。 

(2》<2Z XZ，+，*》， 其 中 十 与 :同上 上 . 

(3) 《< 民 ; 十; *》， 共 中 十 为 数 加 ， a5 二 fal'B。 

2， 写 出 下 剂 首 环 的 全 部 可 道 元 ， 

(1) 42» + >, (2) <Q, t+:*», 

{3) CZ Tt, *). (4) <Ze, +, *). 

3。 在 环 《, 十 ， *》 中 ， 计 加 《B, 十 ) 是 箱 环 改 ， 则 (ER, 十 ， 是 交换 环 。 
4。 在 环卫 中 ,如果 对 于 任意 a& 咏 均 有 a?=a， 风 到 该 环 是 布尔 环 ， 证明 
{1) Wa ER, ?a—0, 

(2) 妖 是 交 质 环 。 

5， 下 列 环 中 哪些 是 整 球 , 周 具有 是 城 ? 说 峙 理由， 

(1》《ZXZ， 十》 

(2) ¢{atbv 2 labE Z}, xy 

686， 蔡 & 其 丈 五 的 可 泛 元 ,其 

(1) 一 G 也 是 避 逆 元 。 
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7、 在 交换 环 中 , 医 axb 是 零 因子 , 划 4 是 霍 因 子 或 2 是 学 因 于 。 
8, 五 是 加 群 <@， 十 》 的 自 同 杰 环 。 和 如 籽 互 是 如 前 子 群 ,那么 
Eg=4fIf ER, AH)SH} 

是 吾 的 子 环 ， 人 

9。 一 个 环 的 任意 队 个 子 环 的 交 仍 是 子 环 , 

10. 令 f: ZXxZ->2Z， (a,b)=a， 证 弹 了 是 从 环 《XZ 十,"》 到 环 《名 ,十 ,… >) 的 
同 态 碳 射 ， 求 Ker 了 . 

LI1， 求 出 ze 的 全 部 理想 ， 

12。 车 Ti， 7: 是 环 忆 的 未 想 , 风 | TN Ty Ti' Ts, TTTs 都 是 民 的 理想 ,并且 11' Ta 
TN 1 


13. 证 明 r-{( jieez] 中 Bf je， 5 ecZ } 的 至 起， 商 环 B/Y 


是 由 哪些 元 素 构成 的 ? 
14， 在 高 斯 整数 环 Z[ 让 二 {4+bila，5E2Z} 中， 了 =(2 十 让 含有 哪些 元 索 ? ZE[i]/ 


(2 二 让) 含有 哪些 元 业 ? 
15. $B-{( ,)|a bc,ae7}. 1-{( 
4 


I 是 巴 的 型 想 。R/I 是 由 硅 些 元 素 组 成 的 ? 

16，Q[w] 是 吉 和 证 数 谍 昌 上 的 一 次 多 项 式 环 , 证 明 (2; 2) 是 QQrz] 的 主 理想 ， 

FLX] 尽数 碱 卫 上 的 多 项 式 环 ， 在 [x] 上 定义 运算 f(z) gz) 一 灵 g(z))， 
癌 :FIz]， 十 ,> 是 否 是 环 ? 为 什么 ? 

18。<2Zi， 十 ，*> 上 的 岁 项 式 玉 4#) 一 一 4 十 5 十 373，9(X) 二 3 一 z 十 dw， 试 计 算 
2 十 9] FF) OFF), 

19. 域 *<Zs， 十，'， 上 的 多 项 式 1 十 z 十 刀 十 … 十 zn 有 因子 1+z 当 且 仅 当 ? 为 阅 
效 。 

20， 找 出 其 民 到 工 的 译 有 同 态 映射 , 并 写 出 其 同 态 核 ， 

21. 找 出 从 zs 到 民 的 所 有 辣 态 陵 射 。 

22。 证 明 : (3)/(6) 是 ZA06) 的 理想 ,并 且 


2m 2n 


mm ?EZ}， 证明 


Z/(6) ~ 
CIC6) 2Z/(3), 


23。 wp， 7 是 取 定 的 正 整 数 并 且 +lm， 以 a 表示 Zw 中 4 所 在 的 同人 对 类 ， 人 以 [oq] 起 
去 在 Zr 中 4 所 在 的 局 余 闫 . 令 f.Zm>Zr， 大 6) 一 [al。 证 明了 是 孙 同 访 肌 射 。 求 
er 了 并 找 出 与 Zm/Ker 了 同 档 的 环 . 

24. 令 多 : RRL[x] 玉 (F(T) g(aqotaz+ tanz*) =a)。 证 有 明 w 是 从 R[x] 
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到 吾 的 环 满 同 坊 了 观 射 ， 求 其 er 并 找 出 与 [2]/ Ker /而 构 的 环 ， 
25. 若 少 是 从 环 五 : 到 环 Bs 人 I 是 Ei 的 理想。 证 明 
(1) pi(p(T))=7 t+Ker yp, 
(2) p(B I+Kerg™eR, 
26. 整数 环 Z 中 , (nn) 是 Z 的 素 理 想 当 且 仅 当 |4| 一 0 或 p; 其 中 力 是 宗 数 ， 
， 证明:. 在 2Z[z] 虫 ，(zsf) 是 拟 火 理想 当 生 仅 当 4 为 素数 。 
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8 格 与 布尔 代数 


.8.1 格 的 定义 与 性 质 


定义 8.1 在 部 分 序 集 (4, 过 中， 如 : 果 对 任意 c,5E4， 
{9,5} 都 有 一 个 最 大 下 界 和 最 小 上 界 , 网 称 <4, 三 是 格 。 

通常 {a, 5} 的 最 大 下 界 称 为 a 与 5 的 积 , 记 作 a*53 {a, 65} 
的 最 小 上 界 称 为 5 与 了 的 和 ， 记 作 < 四 8。 . 

对 于 4 的 任意 子 集 , 如 果 它 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 ， 册 它们 
是 唯一 的 。 在 定义 8.1 中 可 以 看 出 * 与 全 是 4 上 的 二 元 运算 。 格 
《4， 夺 〉》 有 时 写成 《4,*, 田 )。 

不 是 所 有 的 部 分 序 集 都 是 格 。 例 如 在 图 15 中 的 每 个 部 分 序 
集 都 是 格 ， 


lobo 


Ce) Cf) ky 
归 加 1 
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图 16 列 出 五 个 部 分 席 贷 ,其 中 ,在 (1) 中 {tzy 9 没有 上 界 , 下 
办 .在 (2? 中 {e,%} 有 最小 上 界 , 无 下 界 。 在 (3) 中 {x,y} 无 上 
异 。 有 最 大 下 界 。 在 (4) 中 {7%,y} 无 上 界 , 有 下 界 但 无 最 大 下 界 。 
在 (5) 中 {zw} 月 最 小 上 界 ， 有 下 界 但 无 最 大 下 界 。 所 以 从 (1) 
到 (5) 都 不 是 格 ， 


TX 由 
>C <x 大 
。 本 
: 《上 上) 
x {2) (838) 


(C4) | 
图 16 


例 1 A4 是 集合 。《 儿 (4A), 刁 ) 是 格 。 格 中 的 运算 x 和 转 分 别 
是 nn 和 U, 这 是 因为 任 取 4, ,EF(4)。 因 41 门 4 三 
4 人 dz 三 Ly 故 A 4s 是 {41, 42} 的 下 界 。 若 COC 是 {di1, 42} 
的 下 界 , 即 C41, CE4, 显 然 CE4M4。 从 而 4n 4s 是 { 41， 
42) 的 最 大 下 界 ， 基 A*As= 4 站 42。 六 村 生 41U Ad2, ds 刁 
41U ho, 知 41U4As 是 {41:，As} 的 上 界 。 车 BB 是 {41, 4s} 的 上 
界 ,B -41 三 召 ， As,B， 那么 -4 U 4, 三 B.。 从 而 AiU Ads 是 {41， 
A2} 的 最 小 上 界 。 轩 4 下 如 = AU 4s。 

特别 , 当 ]4| =2 时 ,< 多 (4), 己 ) 的 Hasse 图 为 前 面 的 (2)。 
当 |41=3 时 (2 史 (4) ,三 的 Hasse 图 为 前 面 的 (了 )。 

例 2 2 是 整数 焦 合 、5Z，| > 是 格 ， 格 中 的 运算 * 和 外 分 别 
是 求 两 个 数 的 晤 大 公约 数 各 最 小 公 倍 数 运 算 。 这 是 因为 任 取 6， 
5EZ, a 与 8 的 最 大 公约 数 (ac 5) 满足 (aa 35)1a， (9 2D)12， 故 
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2 0 是 {cy 5 的 下 界 。 若 是 ae 与 已 的 下 界 , 即 cla, cb 在 第 
二 章 推论 2.1 中 已 指出 必 有 cf，2。 则 (zz，2) 是 {z，5) 的 最 
大 下 界 ,- 即 wer*2D=(a, 8)。 又 4 与 5 的 最 小 公信 数 [e, 厅 满 足 ， 
4j[o, 58], be, 9, 故 [e, 5J 是 tg, 5} 的 上 界 。 若 c 是 {a,， 6 的 
上 和 界 , 妈 alc, 51e, 在 第 二 童 定理 2.4 已 证 明 必 有 [a,8J|Ice。 则 
[s, 5b] 是 {4,5} 的 最 小 上 界 , 凤 < 四 0 = [6s, 51. 

在 前 面 的 图 (5) 是 格 <({1, 2, 3, 6}, |》 的 Hasse 网 ， 图 (9) 
是 <{1, 2, 3, 4, 6,8, 12, 24},]》 的 Hasse 图 图 (有 ) 是 (11， 
2, 3, 5， 6, 10, 15, 30}, > 的 Hasse 图 。 

例 3 设 避 是 群 ,L(G)={ 瑟 | 五 才 9}。《L(G), 己 )》 是 部 分 
序 集 , 任 取 4, BEL(G), 4 与 B 均 是 6G 的 于 群 ， 4 站 B 也 是 贡 
的 子 群 。 用 癸 1 中 同样 方法 可 以 证 明 4 人 BB 是 {4, 8B} 的 最 大 下 
界 ， 故 4*BB= 4 站 B， 由 于 4, B 是 G 的 子 群 , 显然 4=(4)S 
(AUB)=(4A, B, B= {BGCAUB) = {4, BY. 由 于 《4,B) 是 
由 4UB 所 生成 的 群 ,<4,，B?》 三 GG, 所 以 《4, B》 是 G 的 子 群 , 即 
《4,，B》EL(G)， 从 而 (4, B》 是 {4, BB} 的 上 界 。 车 COC 是 如 的 
子 群 且 4S0, DEC 那么 4UBSO，、 人 而 <4, B) 是 包含 4UB 的 
最 小 的 群 。 所 以 <4, B) 人 CO。 这 说 明 《4, B) 是 {4, B} 的 最 小 
圭 界 , 即 4A@B=《4, By， 综 上 可 知 《L(G), 所 ) 是 格 , 我 们 你 它 
为 子 群 格 。 

例 4 设 G 是 群 。N(G)={ 吉 | 吾 <<G}， 《NW(G), 所 ) 是 部 
分 序 集 。 任 取 4, BEN(G), 4 与 均 是 如 的 正规 子 群 . 4 如 
也 是 遇 的 正规 子 群 。 故 用 例 1 中 同样 方法 可 以 证 明 4 人 NB 是 {4， 
B} 的 最 大 下 界 , 妈 4*B= 4ANB， 又 4,B 是 G 的 正规 子 群 ,不 难 
征明 48 也 是 G 的 正规 子 群 ,并 且 《4, B> = 48B。 用 例 2 中 同样 
方法 可 以 证 明 《4, 3 是 {4，B} 的 最 小 上 界 ， 即 4 四 B= 4B。 
所 以 《NC(G), 三 》 是 格 , 我 们 浆 它 为 正规 子 群 客 ， 

于 而 我 们 来 研究 格 药性 质 。 

定理 8.1 设 ‘<4, > 是 格 , 集 合 4 中 的 任意 元 天 cc，5，. 
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1° drda=C，4 四 =G 《等 等 律 ) 
2” ai = pxd，4 四 5 = bBo. (交换 律 ) 
3? gx(b#0) = (Carb)*rc,， dDDe) = (BHI) OB. (人 合 律 ) 
d" ar{aBb)=g, daarb) = a, 《吸收 律 ) 


证 明 ”这 里 只 证 明 1°,3*。2° 种 4" 留 作 习题， 

1” 《4，, < 委 》 是 格 ， 筷 是 4 上 的 部 分 序 关系 .由 反 的 自 反 
性 知 对 任意 4E4 均 有 aa。 a 是 {4,8) 的 下 界 , 若 4 是 {2,9} 
的 下 界 , 即 < 和 c， 那么 a 是 {a 4} 的 最 大 下 界 ，Q*&4 =4。 同 理 可 
证 a 中 a = a。 

3” 今 G=ax(bse), dd'=(ax60)*c,G 是 {4,0*xc} 的 最 大 下 
界 ， 知 Ga, G0+ce。 又 4 是 了 5， ec} 的 下 界 ,， 9 专 8,4 夺 te。 由 
d<a, db, Naaosb, 又 由 Gaxb, GSo, 和 Maarb)*e 
=g'。 同 理 可 证 &' 48。 由 于 部 分 序 关 系 的 反对 称 性 得 出 2 = ， 
Basbre) = (Car6) roe, 

辣 理 可 证 4B OBc) = (<a 币 5 四 op。 


证 毕 

定理 8.2 《4, 所 ) 是 格 。 对 于 4 中 的 任 塞 元素 5, 5 ,以 下 三 
个 命题 是 等 价 的 。 . 

1°” a<b, 

2” arb=g, 

3° wo=8, 

证 明 


王 全 2， 已 知 ac 生 9， 由 到 的 自 反 性 知 <cs 生 w， 那 么 上 是 {e， 
5} 的 下 界 。 而 ax5 是 {4a,5} 的 最 大 下 界 ， 所 以 a 志 ax5。 另 一 方 
面 ， 从 a*5 的 定义 知 axp<a。 由 部 分 序 关 系 委 的 反对 称 人 性 知 
ag¢b= 0, 

2 人 3” 已 知 axb=a。 由 定理 7.1 中 的 诸 往 质 知 5=B@ 
(5tG) = 四 (gtD) =5Da=0®0, 5 四 5=5 


ss 158 4 


3 "人 1” 已 知 aB5=5, 从 a@2 的 定义 知 5 是 {g, 3) 的 最 小 
上 界 。 所 以 a 志 b. 

以 上 证 明了 三 个 命题 的 等 价 件 。 证 毕 。 

定理 8.3 《4, 入) 是 阁 。 对 于 4 中 的 任意 元 素 5，2，c， 如 
时 5<c, 则 crzs 反 arc 中 <2 中 o。 

证 明 由 定理 8.2 知 5<<6 等 价 于 bx*4= 5 在 格 中 * 运算 满足 
车 等 律 .结合 律 和 交换 律 ， 

CoarO)* (oro) = (Ora)* (Dc) =ar(brc) = awvD, 
再 由 定理 8.2 知 Cr5s<aere。 

同 理 可 证 < 人 1<c 申 c， 证 毕 

定理 8.4 《4, 反 ) 是 格 。 对 于 4 中 的 任意 元 案 o,5,e 满足 
如 下 分 配 不 等 式 

Dhec) E(BN* (aPe), 
ge (bP (ad DD arc), 

证 明 由 全 的 定义 知 & 志 a 狼 5, ga 四 ce。 再 由 * 的 定 义 得 
到 c 委 (ec 由 8)*(c 四 c)。 又 因为 
bre<b eBo, 

peaPBo, 
及 * 的 定义 得 到 bxc 扎 (4BD)*(a 人 Bc)。 这 说 明 (c 四 5)4《c 四 5) 是 
{a，pxp} 的 上 界 , 而 2 四 (brc) 是 ta, 6+6} 的 最 小 上 和 界 , 于 是 
dD be) ED (De), 

同 理 可 证 另 一 个 分 配 不 等 式 ， 证 毕 

定理 8.5 《4, 声 ) 是 格 , 对 于 4 中 任意 元 案 a,8,c， 

olaDEe) Eb (aPe). 

证 明 已 知 &<Pb,。 在 定理 8.5 的 分 配 不 等 式 a 中 (bx0) 
(DOBo) 中 代入 与 a2 等 价 的 命 昨 a 多 0=5。 得 到 
EARS 

到 过 来 ,已 知 & 名 (8*0) 志 5x(4 昌 c), 由 于 

SG 中 (bc)， 


be (oDe} eb, 
表册 部 分 序 关 系 忆 的 传递 性 知 4<5。 证 些 ， 
定理 8.6 《<4, 所 > 是 烙 ，4 的 任意 有 限 子 集 S 均 有 最 大 下 
界 和 最 小 圭 界 ， , 
证 明 ”我们 对 4 欧 有 限 子 集训 中 的 元 素 个 数 办 纳 证 明 。 当 
1S =2 时 . 《4， 志 > 是 格 ,对 任意 二 元 子 集 {4, 5} 均 有 最 大 下 界 
和 最 小 上 界 。 放 命题 成 立 ， 假 设 ;1S| =m -工时 命题 成 立 。 当 | 及 | 
= 兄 时 ,不 妨 令 忆 = fa cs :andly Qn}s S' = {di1; G02; Goj， 
js 1 =n-1。 由 归纳 假设 它 有 最 小 上 界 BW。 因为 《4, 委 ) 是 格 ， 
{27 &,} 有 最 小 上 界 5, 即 8' 才 b, gs 所 5。 而 0 和 0' ,名 =1,2,…， 
9% ~ 工 所 以 5 蚌 5 的 上 界 。 若 c 也 是 SS 的 上 界 ,2, 所 0, 1 所 和 所 n， 
那么 c 是 S' 的 上 界 , 而 如 是 5 的 最 小 上 界 , 就 5 所 6， 又 Qn 所 c， 
6 是 fas，5'} 的 最 小 上 界 ， 歼 3 志 6。 这 说 明 5 是 8 的 最 小 上 界 。 
用 类 似 的 方法 可 以 证 明 S 有 最 大 下 漠 。 证 些 . 
-在 本 定理 证 明 中 给 出 了 一 种 求 4 的 有 限 子 集 最 小 上 界 和 最 
大 下 界 的 方法 。 这 种 证 明 叫 做 构造 性 证 贡 。 
(4， 丢 》 是 部 分 序 集 。 在 集合 4 上 定义 一 个 新 的 关系 Si 
对 于 &,5E4， 
oeE>D Ea, 
显然 《4，<1) 也 是 部 分 序 集 。《4，<iy》 的 Hasse 图 是 把 (4 扫 》 
的 Hasse 图 上 下 产 侈 过 来 。4 的 二 元 子 集 {a, 2} 在 《4 < 中 
的 最 大 下 界 和 最 小 上 和 界 分 别 是 在 <4, 筷 ) 中 的 最 小 上 界 和 最 大 下 
界 。 如 果 《4, 和 所) 是 格 , 那 么 《4，<:y 也 是 客 。 前 者 前 二 元 送 算 
为 * 和 全 ， 后 者 的 二 元 运算 为 *' 和 鳃 ', 在 (4， 志 》 中 的 命题 
Ghee>0DD = 
在 《4， si》 中 写成 
ob >aPB'D = 50, 
我 们 把 它 翻 译 成 《4,， 反 ， 中 的 语 育 风 是 
CG 盖 0 关注 68D 一 0 
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从 这 个 例子 ,我们 看 出 如 下 的 对 偶 原 理 :一 个 在 所 有 格 中 都 成 立 的 
命题 ， 我 们 把 其 中 的 关 ， 科 :* ,外 分 别 改 成 过 ， 关 ， 四 ,* 得 到 该 
命题 的 对 偶 命 题 ,那么 对 偶 命 题 在 所 有 格 中 也 都 成 立 。 

俩 如 ,分配 不 等 式 < 由 (po 二 (gD50)*(a@c) 的 对 偶 命 题 是 
分 配 不 等 式 a*(5@0) 宇 (4*5) 加 (arc), 


"” + 8.2 儿 种 特殊 的 格 
8,2.1 完全 卑 和 有 界 格 


定义 8.2 如 时 在 烙 《4, 矢 中， 对 于 4 的 任意 子 集 均 有 最 
大 下 界 和 最 小 上 界 。 则 称 该 格 是 完全 格 。 
显然 , 当 4 是 有 限 集 合 时 ,定理 8.6 说明 格 (4，< 和 > 是 完全 
格 。 
定义 8.3 在 格 “4, <> 中 , 营 窑 在 最 大 元 和 最 小 元 ,分 别 记 
为 1 和 0， 那么 4 中 注意 元 率 & 都 满足 0 和 c 失 1、 我 们 称 该 格 是 
有 界 格 ,并 写成 《4,， 志 , 0, 1>》。 
完全 格 必 是 有 界 客 。 
在 有 界 格 中 ,对 于 4 的 任意 元 素 
aDBO0=a4, ar0=0, 
dPD1l=1, ar*l =&, 
在 有 界 格 中 ， 可 以 用 下 述 方式 引进 一 个 元 素 的 补 的 概念 。 
定义 8.4 在 有 界 格 《4, 和, 0, 1) 中 ,对 于 4 中 元 察 a,0， 
如 果 az =0, co 虽 5=1, 则 区 4 是 5 的 补 (5 也 是 4 的 填 )。 
一 般 地 ， 在 和 有 界 格 中 ， 一 个 元 崇 可 能 没有 补 元 ， 也 可 能 有 多 
个 补 元 。 例 如 图 17 中 的 左 图 里 41, ca, cs 都 没有 补 元 ， 右 图 里 
G1s Cay， C3 二 为 补 元 ， 
在 有 界 糙 中 ， 最 天 元 1 是 最 小 元 0 的 队 一 补 元 ， 最 小 元 0 是 
最 大 元 1 的 唯一 补 元 ， 这 是 因为 1 是 有 和 界 格 《4， 二, 0, 1) 的 最 
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大 元 ,对 于 4 的 任意 元 素 4, a@1=1, atl1=az 特别 也 <=0， 
0@B1=1，0*1= 0。 记 以 0 与 1 是 互补 的 。 又 车 5E4 是 0 的 补 
元 , 即 0 由 2=1。 而 0 是 最 小 元 ,0sp, 0 四 2 =5。 从 而 8=1.1 是 
4 的 唯一 补 元 。 


“$8.2.2 有 社 格 


”定义 8.5 在 有 界 格 (4, 志 , 0, 1》 中 ,如 果 复 个 元 来 都 至 少 
有 一 个 补 元 桨 ， 则 称 该 格 有 杆 格 ， 

例 1 五 ={t0,1}。 在 集合 IL” 上 定义 关系 三 3。 对 任意 &1， 
G2s ag, b1s b2, baE LL, 

(@1, Qa Ga) a(b1, bs 03) Su eb, as bs, abs, 
《去 2 是 有 序数 组 榈 ， 其 最 小 元 和 最 大 元 分 别 为 (0, 0, 0) 和 各 
(1 1,，1)。 了 3 让 元 素 (9ly Gay 843) 的 补 元 为 《61 ,5s,2s), 洒 中 


人 
b= = 六 4 “1<6<3， ; 
0， Ci 一 1， 


五，<3》 是 有 补 儿 。 它 的 Hasse 图 为 图 13。 

例 2 4 是 集合 ,BLA), 守 ) 是 有 界 格 ， 其 最 小 元 和 最 大 元 
分 别 是 轴 和、 多 (4) 的 任意 元 素 B 的 补 元 是 4-B。《 多 (4)， 
对 ) 是 有 补 格 。 


8.2.3 分 徊 格 


定义 8.6 碍 阁 <4， 二》 中 ,如 果 对 于 4 的 任意 元 素 a, 5，. 
有 
ar(bOe)= (ad) Dare), 
DP) = (9D (oPBe), 
则 称 《4， 二》 为 分 配 格 。 

例 1 4 是 集合 ,: 多 (4)，E》 中 的 二 元 运算 * 午 外 分 别 为 集 
合 的 交 站 和 并 UU, 而 集合 的 交 和 并 运算 满足 分 配 律 ， 故 < 儿 (4)， 
全 》 是 分 配 格 。 

例 2 2” 是正 整数 集合 ,<27, 1》 中 的 二 元 运算 :和 全 分 别 是 
求 最 太公 肉 子 积聚 小 公 售 数 运 算 ， 它 们 满足 分 配 律 ， 故 52，] 
是 分 配 格 。 

例 3 图 19 中 的 左 图 是 有 补 格 ,但 不 是 分 配 格 。 这 是 因为 

Gt (0 Pg) = O41 = 01, 
(ma) Does) = 0P0=0, 
不 满足 分 配 等 式 Qir (cs 四 ca) = (aizte) 四 (circgs)。 
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图 19 中 的 右 图 是 有 界 分 配 枚 ， 但 ci 无 补 元 。 记 以 有 补 榜 不 一 定 
是 分 配 格 ， 分 本 党 也 不 一 定 是 右 补 格 。 

定理 8.7 任 窜 线性 序 集 都 是 一 个 分 配 格 。 

证 明 《4, 志 ) 是 线性 序 集 ，A4 中 任意 两 个 元 素 2, 5 或 者 
Gg 所 5, 或 者 8 所 9。 所 以 

arb={ 如 果 < 委 5， 
p， 加 果 < 
5， 如 果 a 志 5， 
a@o={, 如 果 5<<a。 
<4, 夺 ) 是 阁 。4 中 任 取 三 个 元 素 4,5,c，, 它们 之 间 的 关系 可 能 
有 两 种 情况 。 

1” a 之 5 有 4 之 6c 

a 是 (8, 6} 的 上 界 ，5b@c 所 #4, 于 是 (bBoc)=5Be， 又 由 
qd 之 bp, ac 知 axb=Db,gxc=c, 所 以 (0*5) 狼 (axc) = 5 名 c。 队 而 
ar(LDe) = (gb)D larc)., 

2” 6 委 5 或 45 魏 c。 

a 是 {25, ce} 的 下 界 , a 夺 6*0c 志 5 四 coc, 于 是 zw(0@c) =G。 又 因 
a<5 或 e<o, 即 as8=a 或 ctc=a。 再 根据 吸收 律 ,得 到 (a+3) 人 @ 
《ore)=G， 从 而 (0B0) = (atO)@(arc)., 

同 理 可 得 到 另 一 等 式 ， 所 以 线性 序 集 44, 委 是 分 配 格 。 证 
毕 。 

定理 8.8 <4, 夺 〉 是 分 配 格 。 对 于 4 中 元 素 <，2，c, 如 果 
aac= bc, 49PDe= 5D:, 则 zc=5。 

证 明 “4, 和 是 分 配 格 。 利 用 * 和 命运 算 的 吸收 律 ,分 配 律 
和 交换 律 以 及 aec=8c， 4 吧 c= 0 四 c。 有 

和 = 0 四 67》 = t(De) 
= (orb)Datc) = (arb)D (bc) 
=br(a@Boe) = bt (LBe) = 56, 
刻 以 a=5。 证 举 ， | 
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推论 8.1 首 有 界 分 配 格 4, 中 ， 如 时 4 的 元 察 4 有 扑 
元 ,那么 它 的 补 元 是 趴 一 的 
证 明 假设 of 和 a” 都 是 元 素 6 的 补 元 ， 邯 
8@i =1，G*6' = 0。 
| QD =1, ra* 一 0。 
那么 a@a’=aDa”, asa! =g*ar。 利 用 定理 8.8 知 a'=a”, 即 a 
的 补 元 是 唯一 的 。 证 些 。 | | 
定理 7.9 (摩根 律 ) 
《A4, <» 是 有 界 分 配 格 ， 若 4 中 元 素 4a, 5 的 补 元 分 别 为 6"， 
5', 那么 
(a#8)' =a’ Db’, 
《GD)7 = GD 
证 明 
(arPD)D oD Y= (0s6) Do) DE 
= (a DBD)OI =1, 
(geb)sta' DL = ostbs (0' DW)) 
=ag*(b*a') =0, 
由 推论 8.1 知 (a*5) 的 补 元 是 唯一 的 , 故 (atb)'=a' 中 0 
同 理 可 证 (a 中 5) =*6'。 
定义 8.7 有 补 分 瑟 格 称 为 布尔 格 . 


8.2.4 模 格 


定义 8.8 在 格 64, 在 > 中 ,对 于 4 的 任意 元 案 4, ,6， 各 
内 4 志 5 雹 使 4 四 (bz0) = bx(aGBr)， 那 么 称 .4， 志 为 模 接 。 
特别 地 ， 恕 果 《和 4, 硅 ) 是 分 号 格 , 若 95, 则 aD56=5, 又 
De) = (0B) (aDe) = br (D0), 
所 以 每 个 分 配 格 都 是 模 格 。 
定理 8.10 “4, 委 ) 是 淡 兆 的 充 要 条 件 是 对 于 4 中 任 窜 
元 案 &,0, 2, 如果 & 志 0 县 qrc=0*c,G 电 c= 5 吕 e, 则 必 肖 4 = 
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证 盟 已 知 <4, 志 > 是 模 格 ， 对 于 和 4 中 任意 元 素 @， 2， Ce 
车 4 所 5, orc 二 Bxo, 4 四 c= 50; 那么 必 有 
C=4 中 (crc) =aB(6s0) = b+ (4D0) = Da 中 0) =5, 
反 过 来 , 由 定理 8.5 知 在 格 中 4 所 b>a@ (+c) < 
(a 四 0) .我 们 令 全 =a 虽 (b+#0),， 了 =brt(gB0); 由 4 所 0 知人 所 
下 面 证 明 X@e= 了 ec, X+c = Y*e, 
总 四 ec = (eg 田 (ac)) 四 co = BBYe) Be = 由 中 
Y@s= (pc 中 c)) 个 ce。 
由 于 a 志 5,4 志 49@e， 有 5+:(a@0o)<<ae, 根据 定理 8.3 人 @ 
运算 是 保 序 的 ,由 4a 志 5: (a@c) a@c 推 出 
aPBe<br(e Be)) Be<aBeBe, 
即 aPBe<Y BeaDBe, 
由 序 关系 所 的 反对 称 性 知 了 鲜 c =sBe, 从 而 有力 c = 了 四 
寺 面 我 们 证 明了 在 格 中 , 当 g 反 时 。 
(aPD(b#e)) Be= (0 人 (4 四 c)) Be. 
它 的 对 偶 命 题 是 : 当 2 之 8 时， 
(ar (DBD 引 c))*c= (LPBlarc)) «oe, 
我 们 把 后 者 的 a 与 5 交换 位 置 ,就 得 到 , 当 5 时 ， 
(br(aBe))se= (gbsc)) ce, 
这 就 是 说 , 当 a 所 5 时, 了 +6= 了 *c。 
现在 有 了 下 所, 及 旬 c = 了 ctc= 了 Yrc， 从 已 知 条 伞 知 
必 有 且 = 卫 。 也 就 是 说 ， 当 a 二 8 时 ，4 田 (0:0)= Br (4c)。 所 
以 格 <4, 所》 是 模 格 。 


8.3 格 一 代数 系统 


”我 们 知道 集合 以 及 集合 上 的 一 个 或 多 个 运算 所 组 成 的 系统 叫 
代数 系统 。 前 面 几 章 介 绍 了 群 , 环 、 域 代数 系统 ， 格 是 不 同村 它们 
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的 一 个 新 的 代数 系统 ， 


8.3.1 Ee 


定义 8.8 * 和 全 是 集合 4 上 的 两 个 二 元 运算 如 果 对 于 
集合 4 的 任 窒 元 罕 z, 5,c 满足 


1° (gs0b)#c =ar(b*c), (结合 律 》 
(eBI) Be =aPDIPe). 

2° gb=bag, 4Db= Pa, (交换 律 } 

3° ar(aPDb)=a, oPDiard} = 4, (吸收 律 ) 


那么 称 代数 系统 (4,*， 多 > 是 格 ， 
定理 8.11 定义 8.1 和 定义 8.9 申 定 义 的 格 是 符 价 的 。 
证 明 说 44, 二》 是 定义 8.1 中 定义 的 格 , 即 对 中 在 意 二 
元 子 集 {a, 28} 看 毗 一 的 最 天 于 界 乔 最 小 上 界 ， 分 别 记 作 wa 和 
4 外 pp。* 和 和 昌 是 4 上 的 两 个 二 元 运算 在 定理 8.1 中 已 证 明 它 
们 满足 结合 律 、 交 换 律 和 吸收 委 ， 所 以 <4，*， 人 全 >) 世 是 定义 
8.9 中 定义 的 格 。 
省 《4,*, 甸 ) 是 定义 8.9 中 定义 的 格 ， 我 们 在 4 上 定义 关 
系 专 。 
gh 二 > gb = 0, 
当 orb=a=aH, oDb= (oPBI=b, MaBb=bH, arb=0 
“(QD)=a。 帮 x5=Q<=>a 田 5 =5, 即 有 
bab = 4 Bb = 0, 
答 易 证 明 如 此 定义 的 关系 所 是 4 上 的 部 分 序 基 系 。 

任 取 4 中 的 元 素 gc 5， 由 于 a: (4 儿 5) =a,b*(a 多 5)= 3, 知 
4<4O5，5<ag85. 于 是 a 旬 b 是 {a, 引 的 上 界 . 如果 4 中 
元 宫 6 也 是 te， 他 的 上 界 ， 即 g& 和 ce，5<c, 那么 由 co=c，5 申 ec 
= 6 

(aD) Be= (eB PLB = ec 外 c= e， 
这 意 昧 着 5 下 和 5 从 而 4 图? 是 tq， 站 的 最 小 上 界 。 
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同 理 证 明 a*5 是 fa, 了} 的 最 大 下 界 ，(A, 二 ) 是 定义 8.1 中 
定义 的 格 . 
综 上 知 这 两 个 定义 是 等 价 的 。 


8.3.2 子 格 各 格 的 直接 积 


定义 8.10 ‘4,*, 全 是 格 。 了 是 4 的 非 空 子 集 。 如 果 病 
合 了 3 对 * 和 人 引 运 算是 圣 闭 的 ， 那 么 称 (B，*, 个) 是 《4,*， 人 名》 
的 子 格 . 

易 看 出 ， 子 格 本 身 也 是 格 。 

例 1 2Z? 是 正 整 数 集合 ,2Z* 上 定义 二 元 运算 

| Ge = 4, 8), aPBL = [La, 8 
《Z+，*， 昌 是 格 。 令 了 令 足 偶 正 整数 集合 。 册 于 两 个 偶数 的 最 
大 公 因 子 的 仍 是 偶数 ， 两 个 偶数 的 最 小 公 售 数 世 是 偶数 ， 所 以 
《7 ,人 外) 是 21,，, 人 儿 》 的 子 格 。 
例 2 《4,*, 人 晤 》 是 格 , 4 中 的 元 类 9,5, 4 所 b, 令 
了 [5，cd]= {rrE A, ar ob}, 
任 取 2, zo ETDb, 49], a 所 ww 志 ， 皮 
Orm=G, Kd = 
Li? 
qz,= Tt, sD = 8, 
那么 
Ar (OZT2) = (OL IsTma 二 Geo = Gs 
(Lita) tb = Vr mab) = ,#2 
即 &<V v0, x te, ETLb, ql, 

同 理 可 证 4 所 必 合 5，X, 儿 :2 EITD5,8]， 从 而 《I[5, 6j， 
*, 四) 是 C4,*, 中 ) 的 子 格 。 

例 8 《P(t1,2,3)), 门 , U) 是 格 。 令 

Ai= {12}, {1, 2}, {2, 3}, {1, 2, 3}}, 
A2={$, {1}, {3}, {1, 3}}, 
As= {@, {1, 2}, {2, 3}, {1, 2, 3}}, 
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《<i 站， UU》 和 《dos 人, U7> 是 :2({ 2 3 六，U> 的 子 
格 。 而 4s 中 1，2] 站 12，3} = {2}& 4s， 48s 不 是 多 (4) 的 子 格 。 
由 此 和 土 出 并 非 4 的 每 个 子 焦 都 构成 格 《4， *， 龟 》 的 子 格 。 
定义 8.11 “4 ,*, 人 外) 和 《<4,,， 八 , V》 悬 两 个 格 ， 构 让 一 
个 新 的 代数 系统 《4;x 4.,-，+》, 其 中 .和 + 运算 的 定义 是 ， 
CW, Gao), hi, bo2) EA X A,, 
(aiy Ga) Chi, 2) = (omD1, iA bo), 
《oly la) + Cb1, 02) = (41 Pb, eo VY 02). 
我 们 称 《<AiX 4s,，“，+》 是 <41,*, 鳃 》 利 《4， 和信 ，YV) 的 直接 
积 ， 
在 此 定义 中 ，4, x 4s 中 元 素 的 。 和 + 运算 是 由 第 一 分 量 接 
要 1 中 的 * 和 四 运算 ， 第 二 分 量 按 ds 中 的 人 和 Y 运算 来 实现 
移 。<41，3， 田 》 和 《do 入，YV? 是 格 , 记 以 41x As 中 的 ， 和 
+ 运算 也 满足 结合 律 ， 交 换 律 和 吸收 律 。 从 而 两 个 格 的 直接 积 也 
是 格 ， 并且 是 用 规模 小 的 格 构 造成 规模 大 的 格 ， 
例 1 4=!0,， 1 在 4 上 定义 关系 <1,a,0E4， 
QLb > 
《44，, 声 ,》 是 格 。 在 4 上 定义 关系 委 。 (94, 5), (¢e, 9) EA’, 
(Ga 0} E> Ec, EL, 
《4 世 2》 是 《4, 志 1)》 与 <4, 芯 1) 两 个 格 的 直接 税 。 类 似 地 在 
4 上 定义 关系 所 ;, (Gy 6,5), (g, 6, ff)€ 43， 
(gs bs, cd, 6, 1) Pad, Oe, eSf, 


(C11,1) 


A Cl) ra, 
(0,1,1) 
C0,1) C1.0) > >,,,, 
: G0 bo 


‘% 0) (000》 
图 20 
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Hasse 图 是 图 20。 


8.3.3 格 的 同 态 与 同 构 


定义 8.12 <41,*, 命 > 和 《4,, 八 ，V》 是 两 个 格 , 如 果 存 
在 从 4, 到 4, 的 眶 射 f: 41>4;, 对 于 4: 中 任意 元 妾 4, 5?， 
flard) = f(a)A fo), 
f(aDe)= f(a) VY f(D), 
则 称 了 是 从 41 到 4。 的 格 同 态 喘 射 。 
著 了 是 从 4 到 42: 的 格 同 态 映 射 , 并 且 为 双 射 , 则 称 了 是 从 
A 1 4, 的 格 同 构 映射 。 如 果 两 个 阁 之 间 存 在 兰 格 同 构 映 身 ， 那 
么 称 这 两 个 格 是 同 构 的 ， 
在 格 (4,*, 四) 中 ,6 魏 1D<>crpg=a，、 是 从 《day 起) 
到 (4*，A,Yy》 的 格 同 态 映射 ， 
了 (CI) = 大 (geD) = fF(9) A f(D), 
所 以 fc) 大 sj5)， 即 格 的 同 


A 2 大 映射 总 一 称 保 序 映射 反 过 来 不 
6 4 | 一 定 成 立 . 例如 41= 4,={1, 2， 
| 4 i 
; 2 < 和 2》 是 格 ， 它 们 的 Hasse 图 是 图 
1 21 。 
图 21 令 了 : 二 z 是 保 序 映射 ， 


但 是 它 不 是 同 态 映 射 ,因为 
(3+4)= f(1)=1, 
fl3)A fF(4) =3A4=3, 
定理 3.12 了 是 从 售 合 4: 到 集合 4 的 双 射 ,了 是 从 格 
《4 ， 志 1) 到 格 (4:， 反 2 的 同 袍 映射 当 且 仅 当 对 于 41 的 元 妾 
0,b, 
a<be>f) Sf 00). 
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证 明 已 知 是 从 4 到 4» 的 格 同 构 观 射 ， 在 裙 《4 <1) 
中 a10 寺 >0:5=g。 当 ae8=a 时 , 
flasb)= fl0) :ft6) = Fa)， 
故 (2) 志 2:f(B)。 又 当 f(4) 志 of(8) 时 ， 
因 f 基 单 射 , 故 ec= arD。 从 而 os0 = a< 拓 > f(a) 夺 ,f (5)。 最 后 得 :1 
Fa) = Pa) f(b) = flardb), 
到 sb >f(a) f(D), Se 

反 过 来 , 已 知 f,41-> 4 是 双 射 。 任 取 6, DEA1 ,asb 坊 /g， 
arp<si0， 由 于 了 保 序 ,得 到 乒 as0) < :Fa)， (csrD) f(b) 了 
而 far5) 志 f(a)"f(5)。 任 到 2,yE 4s。， 由 于 f 是 满 射 , 存在 ， 
ga DEA 使 f(6)=g, (6) =Yy。，4s 是 格 ,zs4 = 了 (8), 了 (5) 4,， 
那么 存在 ee 4， 使 六 ec) =zeoy= jc)fFD) 于 是 有 co)<aFa)， 
fle) f(b), 由 于 了 是 保 序 的 ,o 和 ta， c 委 t2， 从 而 cs 和 las*p。 再 
用 了 的 保 序 性 得 到 je).F(5) = je)sFlarD)。 综 上 最 后 得 到 
je) f(b) =f(asB5)， 同 理 可 证 f(a) +f(5) = f(a 外 5)。 所 以 f 
是 格 同 构 映 射 。 

引 理 8.1 咎 《4,*, 雏 ) 是 模 格 当 且 仅 当 4 的 每 个 TIE3, a] 
= {zlzEA4,， a<z<<5} 中 如 果 有 两 个 元 裕 可 比较 且 有 公共 入 元 ， 
那么 这 两 个 元 宫 必 握 等 ， 

和 证明” 如果 在 格 《4,*, 国 》 中 必 生 2 了 [u,v] 中 有 两 个 可 比 
较 但 不 相等 的 元 素 co 和 < po，, 它们 有 一 个 公共 补 元 e, 即 

Gos0 = bosc = 4, | 
a ty 
那么 
80 全 (posc) = a Du a bo = dost = Bor (age), 
也 斌 是 说 gobo。 但 是 四 (B46) 天 br(a 鱼 oO), 所 以 C4,*, 外 ;不 
是 模 格 . 这 意味 着 ,如 果 格 (4,*, 申 ?是 模 烙 , 刚 44 的 每 个 I[5, a] 
里 ,车 有 两 个 可 比较 元 素 有 公共 补 元 , 则 这 两 个 元 素 必 村 等 ， 
如 果 格 《4,*， 由 ) 不 是 模 格 ， 那 么 必 存 在 a; 56。 E#, 且 
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5s< po, 使 得 @o 优 (Br6)<bs (CaOBe), 人 Se=00B (Voro) ,y= Dr 
(go 国 0)， 显然 qo 和 zy， orepCYERBe, oe Eo 
Be, 
cf =e#0onCa0 Be) = c+ do, 
山 F 9Y 9Be, ao<y， 
DIEDB Be) = mB Ds, 
等到 
Cc By = gDe. 
同 理 可 证 z+c = 5o*rc, 2 人 由 c= ao 由 ec。 这 说 明 在 T[ao6Be，Bbote] 中 
$<Yy, 4 与 有 公共 补 元 c。 证 毕 。 
用 这 个 引 理 可 以 证 明 
定 通 8.18 格 是 祝 格 当 
生 仅 当 它 不 自 含 一 个 5 元 子 格 
.与 图 22 同 构 。 
与 东 类 似 的 定理 我 们 不 加 
以 证 明 只 叙述 如 下 。 
图 22 图 23 定理 8.14 阁 是 分 三 格 当 
县 仅 当 该 格 是 杭 抄 及 不 包 售 一 个 5 元 子 格 与 图 23 同 构 .。 


8.4 布尔 代数 
8.4.1 布尔 代数 
在 格 中 可 以 定义 * 息 两 个 二 元 运算 。 在 有 补 分 配 格 中 ， 每 
个 元 素 有 补 元 且 补 元 唯一 ， 这 样 就 可 以 在 有 补 分 孔 格 中 定义 求 补 
运算 。 另外 它 有 最 大 元 1 和 最 小 元 0。 所 以 布尔 格 可 以 看 成 代数 
系统 4, *， 由 ,1,0?，, 并 称 为 由 布尔 格 《4， 到 诱导 出 来 的 
代数 系统 ， 
定义 8.13 设 4 是 至 少 有 两 个 元 过 的 集合 ，。 和 由 是 4 上 
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乓 二 元 送 算 ， 对 于 4 的 任 意 元 宗 a, 5，e， 如 果 

1” a*b= bg, 

zfDL = bPDa, 
2° ar(bBe) = (0+0) Pare), 
AOLe) = (gD (gDe), 

3° 0,1 和 4, 对 4 中 任意 无 囊 Gy，c*l=cyad0= ac， 

4” 对 4 中 任意 元 素 4, 存在 GE4, 使 ora' =0，c 息 ci 
=1, 

出 称 4, *,， 由 ,0, 1> 为 布尔 代数 。 

显然 由 布尔 格 诱导 出 来 的 代数 系统 为 布尔 代数 。 

定理 8.15 布尔 代数 《4,+, 全, ', 1, 0》 相应 的 ‘4,*, 中》 
是 布尔 格 。 

证 明 ”由 布尔 代数 定义 看 出 ， 我 们 要 证 明 《<4,*, 命 ) 是 布 
尔格 ,只 需 证 明 《<4,*， 命 ; 十 格 ， 并 且 0 和 1 分别 蚌 该 格 的 最 小 
元 和 最 大 元 。 

已 知 (4，*， 申 ，“，, 0, 1》 是 布尔 代数 ， 在 代数 系统 《4,*， 
命中 ,二 元 运算 * ,全 满足 交换 律 ， 任 取 a,6bE4， 

Qx (4 人 5) = (a DOr(aPDb) = aB0rD) 

=GD(0 BED = DDI) EG) 
=gD0*b) =aPB0=a, 
同 理 可 证 5 四 (ea*6) = 5。 所 以 二 元 运算 *， 昌 满足 吸收 律 。 又 令 
= G9C0+0),， Y= (asD)sc， 显然 
w=0mD0=%PD(04) = (LB) (LB), 
y=yB0=JBl9r0) = (YBa) ryBo'), 
其 中 

De= ar(btc) Da=a, 

yDBa=((0rb)*0) Ba= (gb) Da) (aBo) =ar(aDe) = 9 

wo = (ar(b0)) Da’ = (b*#*0) Da', 

YDBa’ = (arD)s0) 申 2 = (4#8) Do )*(e Pa’) 
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=(bDa)*te Da')= (brc) Do’, 
于 是 由 zx 多 ec=Y 引 ac, 2 儿 g' = 中 ce 推出 z=y, 即 
a DO = (a*0)*c, 
情理 可 证 a 售 (8 仿 ?) = 《6 向 门 出 ec。 所 以 二 元 运算 * ， 人 由 满足 结合 
律 。 从 而 “和 4, +, 合 ) 是 格 。 在 布尔 代数 《4,*, 鲜 ,', 0, 1? 中 ， 
对 任意 元 素 4E4 均 有 
Qa*1l=4, gDP0=a, 
在 《4,*, 鲜 》 中 的 序 关 系 是 ,a,bE A， 
abuPh= b= 4， 
于 是 在 格 <4,*, 外) 中 0 过 cy, as<s1， 即 0 和 1] 分别 是 该 格 的 最 
小 元 和 最 大 元 ，。 
综 上 分 析 知 《<4,*, 和 允 > 是 布尔 格 。 证 毕 。 
从 这 个 定理 可 以 看 出 在 存 补 分 配 格 中 , 存在 最 小 元 和 最 大 元 
每 个 元 素 有 补 ， 运 算 满 足 交换 律 和 结合 律 是 其 最 核心 的 性 质 。 


8.4.2 布尔 代数 的 子 代数 


定义 8.14 设 41 是 布尔 代数 <4,*, 名, ', 0，1) 中 集合 
4 的 子 复 。 如 果 0, 1E 4, 并 且 41 对 于 *, 由 ,' 运 其 是 封闭 的， 
那么 称 4; 是 4 的 子 代数 ， 

例 1 4={1,2,3]), 《P(A4), 三 》 是 有 补 分 配 格 , 其 上 的 *， 
蝶 ," 运算 分 别 为 由, U, 一 运算 。 最 小 元 和 最 大 元 分 别 为 $，4， 
获 〈 杀 (4) 0n =- ,由 4) 是 布尔 代数 。 令 41= {$8, {1}， 
{2, 3}, 4}， 则 4; 是 4 的 子 代数 。 

例 2 “4,*， 由 ,和 0, 1) 是 布尔 代数 。a， 是 4 中 元 素 且 
G<8， 年 义 4 的 了 集合 。 

T[p,e] = {zlzE4d，c<2zsDj。 
前 而 已 经 证 明 ZL5, ac] 对 运算 *， 人 由 是 封闭 的 。 由 于 《4, *， 细 》 
是 分 配 格 ， 记 以 《IT[5, sq]，* ， 蝶 ， 也 是 分 配 格 ， 但 是 I5b, a]， 
的 最 大 元 是 as， 最 小 元 是 8， 与 布尔 代数 的 最 大 元 和 最 小 元 不 同 ， 
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另外 了 [56,4] 对 求 补 运算 不 一 定 封 闭 ， 故 ZL8, 64] 不 是 4 的 子 代 
数 。 
在 了 TB， a] 中 的 ww, 定 义 5=(q 提 vw)#*8。 显 然 有 Fb， 
Tt*G = 0D DG =0*h= 0, 

训 5 所 7F, 而 

Pr= ((aDr pb) Dzr= 2Bo = 2, 

Tw= (PDT DYw = av#0 = 0, 
说 明 B 是 的 补 元 。 从 而 《IE86, a];*; 包 ,一 ,6,6 是 布尔 代 


数 ,但 不 是 <4,*, 人 名， ', 0,; 1》 的 子 代 数 。 


8.4.3 布尔 代数 的 辐 恋 与 同 构 


定义 8.15 (di *, 外 ;'，0;1) 与 4s, 人， V ,0,1) 
是 布尔 代数 。 对 于 映射 f, 4: 一 4a， 如 果 c, 8 是 4 中 任意 元 
素 ， 

Car5)= 丰 ay 人 75)， 

f(aDb)} = f(a)V f(D), 

f (a) =f(a), 
那么 称 f 是 局 恋 喘 射 。 

特别 当 Ff 是 双 射 时 ， 称 f 为 同 构 映射 。 并 说 布尔 代数 4 与 
4 同 构 。 

定理 8.16 ‘4,*, 鳃 ,', 0, 1》 是 布尔 代数 ,对 于 4 的 任意 
元 察 4, 布 尔 代数 TLa', 0] 与 布尔 代数 Til, wj 是 同 构 的 . 

证 明 任 取 aE€4, aE4 且 0&0’ <<1, 

I[La’, 0]= {olz€E A, 0<2z<a'}， 
tli,a]={v¢ 2EA, owl1)., 
当 YET[a 0 时 ，0 志 zg ， 由 于 命运 算是 保 序 的 ， 即 0 Ba 万 
wD2EA Dr, 上 故 g 和 jr 中 0 和 1), 则 wa€ETL1l, Ql, 现 令 f,TTta',0] 
一 FL1，c]， ftw)=wOa, 和 任 取 yEILi, ae], 令 z=3%sar， 因 去 
1 章 且 * 是 健 序 的 ， 帮 0= qtg' 和 z=yra' 志 lxg! =9’， 即 0 声 
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0 Fv) =2 罗 5= (yc ) 引 4=y 人 外 sc=y， 这 表 表 是 % 的 原 
象 ， 所 以 了 是 满 射 ， 又 若 mrzErr[a', 0] 是 YEI[1, aj] 的 原 象 ， 
中 jc) = 581 Ba = oo 下 5= 了 (zz)。 
pi=p1#0! = (0 四 eajzo = (gs Baa = or0’ = gas 

这 表明 了 是 单 射 。 从 而 子 是 从 ILa', 中 到 了 [1, oJ 的 双 射 。 

任 取 zi ,zx EILe!' ,0]， 

Jis2a) = (wr*ra) Pa= rs = 了 (81) sf (wa) 9 

fm Dr) = (tp. Dt) D4= (nDa Br Do) 

=f(2) DF (ss), 

fF = 大 (0 四 杂 )*a) = (visq!) Pa=5i 人 Ba, 

fin) =m Da= (oaD{oPe) 1 =aB(rlra') = 1Da. 
综 上 分 析 了 是 同 构 映射 ， IIla’, 0] 宕 1[1, 2], 

定义 8.16 《di,*, 四 ,和 0,1) 和 <4, 人 ,V0,1) 
是 布尔 代数 。 在 4i x 4, 上 定义 », 四 , ", 运算 ，(@1， 9092),，(b1， 
ba) E Al Xx 4,, 

(G1, 42)° = (al; G2), 

(Qi, as)e (5 ， 和》 = (62:0 ,9 人 23)， 

〈《Gl1， ar) BE 1 02) = Cab CoV ba), 
穆 (dx 4s，*, 昌 ，*，(0, 0), (1, 1)》 是 布尔 代数 4, 与 4 的 
意 积 。 

容易 证 明 两 个 布尔 代数 的 直 积 仍 是 布尔 代数 。 证 明 留 作 习 
题 。 

定理 8.17 〈4,*, 申 ,',0, 1》 是 布尔 代数 ,4 是 4 中 的 元 
罕 , 4 与 直 积 守 =I[a, 0]x 了 I[1, 4] 同 构 ， 

证 明 任 了 到 zzE4， 即 0<w 生 1， 由 于 *， 由 运算 是 保 序 的 ， 
放 0= 0*e<czsc<lr=Gy da=0 引 xs 人 co 近 1 和 az=1。 理 定义 了 
4->T[a, 0 x It1, g], f(2) = (wra, 2 人 ca)。 任 取 2 2ac4d， 

jc 四 za) = (v1 PF) eg, (v1PD7Ts) Da) 

= (cxa) 申 (zasg)，(2 中 0 中 (rs 中)) 
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= (ss0, HPDa) Bzae4, TB) = 中 帮 ca)。 
天 Zraaa) = ((v1ep2) #4, (Zero) Pa) 
= (PG (WG), (VDI)# (LDA)) 
= (Tit0 0 Da)s Worg, vOA) = v1) fra), 
f(T)= (m4, TPAa) = (0PD(v#0) sg, (GDBa)'s1) 
= ((% Da NaaD(w' #0')) 
= {war Pe) = fr'), 
任 取 (gy, z) EItg, 0]xI[l, acl], 0</<a, as<l, 人 2 
=YD(za) EA, 
flr)= f(yD(zs0')) 
=((yD(2sa') #8, (yOlata')) Ba) 
= (Gy y DzBa) = (Y, 2). 
《是 (9y，2) 的 原 象 , 故 了 是 满 射 。 又 设 ziy rzE4 都 是 (2z) ET 
fa, 0]x 区 1 ec] 的 原 象 , 即 
fm) = (v8, TDA) = (tot0, vs Be) = Fr)， 
那么 
w= wa Pa) = (ta) FE (rt#a’) 
= (DG) DL Da)*e) = (v0) P(roDa)sa’) 
= aspa') = 2 
故 了 是 单 射 。 从 而 了 是 双 射 ， 4 与 4 是 同 构 的 。 证 些 
例 1 设 4={1，2，…，f}，4i={1，2，…， 有 下， 如 = 二 
+1,+2， sR})。《 急 (有 ), 站,，U ,起 ， 4: 是 布尔 代数 ， 
It4A1, $= {wiyE BCA), PCIEA = BAN), 
li4, 41 j= {zlzs EBP(A), A SLEA}= PA) 
由 定理 8.16 知 I[441, $B] 尘 I[4， A414]。 双 由 定理 8.17 知 B21( .4》 
衬 I{[ Ai, PIXILA, $1= PA X Fd), 
定理 8.18 4 是 有 限 布 尔 代数 ，|4|=2", 今 B={1,2， 
… 9) , 虽 4 与 (42(9),Pn，U， ， 几 ,了 3 商 个 布尔 代数 周 鬼 。 
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证 明 我 们 对 集合 4 的 元 素 个 数 进行 归纳 证 明 。 当 14| =2 
时 ，4={0, 1}, f: 4- 史 (({(1))，7F0) =d ,71) = {1)。 了 是 同 
椅 映 射 4 2({1)。 假 设 14] < 时 命题 成 立 。 现 14| =k， 取 
GE4 且 0<e<1， 从 定理 8.18 知 4 圭 I[ta, 0xiEt, cj]， 双 从 
定理 8.16 知 4sf [ec，0xT[re，0 乓 。 由 于 和 [ec,0]j < 
Ho 0j| < 之 kK。 由 归纳 假设 得 知 布 尔 代 数 7[&, 0] 和 和 I[w', 0] 分 
别 与 久 (B1) 和 多 (Bs) 辐 构 ,其 中 |B| = 页 ，| 屯 | =%,， 

141= {iEa, 0] x fa’, 04| = 2%+2%= 20t# 

从 工 面 例 1 知 车 4 兰 匈 (Bi) x FP(B,), 那么 存在 如 + 个 元 素 的 
集合 8B 使 得 4 宇多 (B)。 证 毕 .。 

由 这 个 定理 看 唱 ，!14| =%， (多 (A), 门 , U， 由, 4 是 有 
2" 个 元 率 的 布尔 代数 。 它 穷尽 了 所 有 有 限 布 尔 代 数 ，。 


8.4.4 布尔 代数 的 原子 表示 


如 时 在 络 《4, 和 中 有 最 小 元 
0 ,那么 该 最 小 元 的 控制 元 素 称 为 原 
” 在 客人 4,<<) 的 Hasse 图 (图 24) 
| 中 ci, Qs，…, Qi 是 它 的 原子 ,显然 
图 21 asa= 0(2A I), 
引 理 8.1 《4, <<) 是 有 隧 洛 ,0 是 它 的 最 小 元 . 对 于 4 中 
任 章 非 堆 元 案 5, 至 少 存在 一 个 原子 a 使 得 a<<b。 
征明 ”对 于 有 限 格 <4, 委 》 中 任意 非 零 元 素 有 以 下 两 种 情 
沈 ; 
1” 5 本 身 是 原子 ,那么 显然 总 sb。 
2” 4 不 是 原子 , 0 是 有 限 格 (4， 志 》 的 最 小 元 ， 即 0<8. 
6 不 是 0 的 控制 元 素 ， 那 么 必然 存在 刀 E4 使 得 0<51<8， 对 于 
1 又 有 丙种 情 沈 ， | 
1)》 是 原子 , 取 q= 5 有 即 可 。 
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2) 8 不 是 下子， 是 《4, 所) 的 最 水 元 ， 即 0 之 名。 不 是 
0 的 控制 元 素 ， 那 么 必然 存在 如 E4 使 得 0<5s<5b1<5。 这 里 
bb aha ; 

由 于 4 是 有 限 集 合 ， 这 个 过 程 不 可 能 无 限 地 进行 下 去 。 也 就 
是 说 ， 在 有 限 步 之 后 5, 本 身 就 是 原子 ， 取 4=5, 好 可 . 证 毕 。 

引 旬 8.2 《4,*, 乡 , ', 0, 1 是 有 限 布 尔 代 数 . 5 是 和 4 中 
的 非 零 元 开 , 若 ci, 0,,…, 4 是 4 中 满足 a, 志 5 的 所 有 原子 , 刚 

b= DD Ba ; 

| 证 明 Gj, 4,… ,tx 是 4 的 原子 并 是 Q 所 65,1 二 Yh4。 昆 
然 & 国 4 图 … 中 qx 二 5。 下 面 我 们 要 证 明 5 委 ci 引申 … 旬 cs。 由 
于 在 有 补 分 配 格 中 sd<>>cra' =0《 作 为 习题 已 证 明 )， 所 以 只 
需 证 明 53» (ao 外 cs 由 中 <) = 0。 我 们 用 反 证 法 。 如 若 不 然 ， 
ba.… 人 a)' 关 9， 由 引 理 8.1 知 存 在 原子 4 使 得 a 所 5 
《9 人 0 四 … 全 ce) .这 时 4 是 原子 Ha<b,a<(41Da 儿 … 人 qe)'， 
而 si， Ga “Cu 是 小 于 5 和 的 全 部 原子 ,部 a€{a, (3; , ge}, 
从 而 a 所 qiBoesB… 鲜 a:。 从 而 a 所 (gqg1@BasB Boa) # (51OmP 
"的 gr)" = 90。 这 与 4 是 原子 蔬 座 , 蕉 不 可 。 所 以 必 有 2b* (oa 由 5 由 
Bq) =0., 

以 上 证 明 宕 明 4 的 非 零 元 素 可 以 表示 成 满足 ms 的 所 有 原 
子 my qa， "Gr 之 和 ,下 而 将 证 明 这 种 表示 形式 是 唯一 的 。 假 
设 加 ， 6,，，… ,bb 是 原子 并 且 。65=651 狼 bz 匆 … 甸 5:。 出 运算 甸 的 
定义 知 Bb1, 52 '"*, bb 且 5， Bas ***, br 是 珠子 ,而 {ai， 0 
qj} 是 小 于 3 的 全 部 原子 ， 蕉 {851, 82， ,bi} (aiy aa， og}。 
如 果 2<k， 邑 存在 wn {81, 652，… ,Bb1}， 

Gn= Gn*0= Gn*(01 人 PhPB… Bh) 

= {an*0) Dre,*b2) DPDan*b), 

其 中 a 六 B41, go 与 5, 者 是 原子 ， dn+ 5b 二 0s 1 所 I。 从 而 推出 
am = 0。 这 与 on 是 原子 矛盾 ， 故 不 可， 所 以 1=x， 妈 5b 直 示 成 
原子 之 和 的 形式 是 唯一 的 。 证 毕 。 
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避 理 8.3 在 布尔 烙 ‘44, < 由 若 任 取 非 零 元 寨 2 和 原子 
4， 则 或 者 5 和 0， 或 者 435', 两 贮 必 居 取 一 . 
证 明 3 和 & 分别 是 4 的 非 零 元 素 和 原子 。 显然 0 axB- 
aq。 由 于 a 是 原子 ， 即 a 是 0 的 控 岗 元 南 ， 不 可 能 有 非 似 元素 
oxb 使 得 0<qs5<a。 如果 asb=g, 则 os 和 b 又 在 布尔 格 中 . 
6 所 5' 当 且 仅 当 qx(0)'=0， 邑 gx5=0。 所 以 洲 @*5=0 时 ， 必 
有 4B。 而 a 所 5,a 护 b"' 与 不 可 能 同时 成 立 , 人 否则 a 和 bx5 =0 与 
4 是 原子 了 矛盾， 所 以 g< 和 8 与 6 所 两 者 必 居 其 一 。 证 毕 。 
定理 8.19 《4,*,， 纯 ,' 0, 1》 是 有 限 布 尔 代 数 , 若 S 是 4 
中 所 有 原子 所 构成 的 集合 那么 《<4,*, 外, ', 0,1) 与 < 多 
(S) ,站 ，U， ,四 , S》 同 构 。 
证 明 ”在 两 个 布尔 代数 之 闻 构 作 上 映射, 4 一 名 (5)， 对 任意 
aEA, | 
fa) = {0 ee 
{el go， rs ra ESN, ta, 1 iEE}, a*0. 
由 引 理 8.2 知 对 于 4 中 布 非 替 元素 & 它 的 像 f(Q) 蚌 唯一 确定 的 、 
任 取 {gt Gi atpSES， {Gi at arp 关中， 令 卫 = Gl 息 . 
duBPBarm Ed, 700) = {en ea ap}， 故 请 是 {aws ger, 
…， 4ip} 的 原 象 。 了 是 满 射 。 假 设 c, 5 都 是 iat,, Qt，… ,Qtp) 的 
诛 象 ， 由 引 理 8.2 知 6 =qt 申 必 四 四 cip=D， 所 以 了 是 音 射 。 
综 上 知 了 是 双 射 。 
下 面 证 明 了 保持 *, 电 ， 运算 。 
， 1” 当 go=0 或 b=0 时 , ar5=0, f(ax5) = 由，F(a)= 中 或 
(57= ,所 以 foO)N FD) =B.。 从 而 f(a*b) = fF)N f(D). 
当 ga 大 0 且 5 关 0 时 , f (a) = {a aa a}s f(b) = {6,, 
2 也 证 说 el aa … Gi 是 小 于 a 的 全 部 原子 ，2;， 
…,bi 是 小 于 5 的 全 部 原子 。 如 果 gr5=0, 显然 f(ax5)= 几 . 
假若 Fa) 由 058) 去 $$， 妈 存在 wEfC9) 们 了 (3), 2 是 小 于 a 的 原 
子 也 是 小 于 5 的 原子 ， 那么 % 志 qx5=0。 这 与 8% 是 不 子 巴 盾 ， 
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改 不 可 。 所 以 (ae 8)= 了 NAC8) = 由。 如 果 asD 尖 0, 令 f(ar5》 
= {os C29 gn} C19 C029 于 9 Cm 是 小 于 gr2 的 爹 部 原子。 由 于 
1 carb 有 cEfd1, aa ya cocctay za 
“1 二 mm。， 从 而 
{cers Cas os em} Ef{ad, Gas "7s Or} NN {Di bos rs Dr}, 
反 过 来 , 任 取 zzEfor, az ,Qa:} 作 {Di aa ， 61}，X 夺 gg 且 
0, 于 是 za#b。 所 以 Ef{c;, 023，…， Cm}j。 它 家 明 
{819 G3, Ge} NN (Bi, Ba, 7, bi} Sf{er, Cos rs Cn}e : 
综 上 分 析 得 到 {a1, gz，…，Grjftpa， po， 下 = {03, Cos "9 
sh 2 
| fiasb) =f(0) Nf 60), 
2” 当 a=0 或 8=0 时 , f(a)=$ 或 (8)= 上 ,4 外 ?=48 或 
a 多 b=go， 于 是 f(a 儿 = 了 f(5) 或 了 (a 狼 b) =f (4), 最 后 得 到 
flaBe) = fo UF) gr0 有 800 时 , 令 f (aD8)={, 
小 于 a 仿 ? 的 全 部 原子 ,由 引 理 
8.,3 知 , 对 于 原子 4; 和 非 零 元 素 4, di<a 或 ds 生 两 者 必 居 其 
一 。 对 于 原子 4 和 非 替 元素 5, 9, 所 5 或 dd, 志 8' 两 者 必 居 其 一。 
这 里 一 共有 四 种 可 能 的 组 合 ， 其 中 Ge<a' 与 ,<2' 不 能 同时 成 
立 (否则 由 4d,<<a', ,<5' 得 到 d, 扩 a**5 = {gDD)', 而 中 过 6 个 罗 
得 出 ws 委 (5 由 ps(c 四 5) =0， 这 与 9, 是 原子 矛盾 )。 在 余下 的 
三 种 组 合 中 或 者 &essa 成 立 或 者 所 8, 即 4,E{g1, qos, 0s}U 
{5,, 5。,，，… ,5b,}, 最 后 得 到 {18，do，…，BE{1a as py gt 以 
{D1 bs，…，b:}。 反 过 来 ,性 取 必 Eo qs 4} Ut{61, 53,*…*， 
28) ,显然 Z<9 所 G5, .7aDD, 于 是 z€Ef0i, dd …, 0.)}, 
得 到 {qi cz sO) U {bi bas ts bi} {di Go GG.}。 综 上 
分 析 得 出 结论 {a1, Ga … 9， G2} () {D1, bos 1, bi} = {9a,, ds, *…，, 
d,s}, 即 
f(aBo) = fa) Uf02). 
3” 当 s=1 时 ， f(a)= 了 00)=$ 而 fa)=58=$， 记 以 
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jar)》 = 了 (9)。 当 64 关 1 时 ,f(a ) 半 力 ， 这 时 对 于 原子 5，- 
Ef ) >T<0 >osq 不 成 立志 >rEf(a) 志 > 0 
由 此 得 到 Fo) =f《a)， 

由 以 上 讨论 知 了 是 从 4 到 多 (8) 的 同 构 映射 ， 所 以 《A,*, 
铬 , ,0, 1 与 < 多 (8), 几 ，U ， ,外 S》 两 个 布尔 代数 同 构 。 

从 以 上 讨论 看 出 。 有 限 布 尔 代数 中 集合 4 的 元 素 个 数 为 2 ， 
其 中 中 就 是 布尔 格 《4,*， 四 中， 原子 的 个 数 。 任何 具有 2 个 
元 素 的 布尔 代数 都 是 同 构 的 。 


8.4.5 布 尔 环 


在 布尔 代数 《4,*, 全 ,', 0, 1》 中 ， 胃 时 我 们 只 看 其 中 一 
个 二 元 运算 ，(4, *>》 中 ， 满足 交换 律 .结合 律 ， 对 二 4 中 任意 
元 素 4 均 有 a*1=a， 所 以 1 是 * 运算 的 单位 元 。 对 于 元 素 2，, 如 
果 存 在 5E4 合 ar5=1， 那 么 ga=c 引 (ca*b)=c@ti=li. 这 表明 
集合 4 中 只 有 当 sa= 工 时 有 逆 元 , 所 以 <4,*》 构 成 带 1 半 群 ， 
《4， 四 ) 中 全 满 足 交 换 律 、 结 合 律 。 对 于 4 中 任意 元素 @ 均 有 
4 外 0=a， 所 以 0 是 人 煞 运 算 的 零 元 。 对 于 元 素 4。， 如 果 存 在 06 有 4 
使 9 狼 5=0, 那么 46=ar(a 田 5) =a:0=0。 这 表明 集合 4 中 只 有 
当 g=0 时 有 负 元 (为 0)。 所 以 <4, 中) 构成 带 1 半 群 ， 
如 果 我 们 看 4 上 的 两 个 二 元 运算 ,从 前 面 讨论 知 《4,*, 中 > 
是 布尔 格 ， 它 不 能 构成 环 。 为 此 定义 :4 上 新 的 二 元 运算 +， 
u,bEA, | 
ot+b= (4b) Dab), 
不 难看 出 + 运算 满足 交换 律 和 结合 律 。 6 为 零 元 , 由 于 4+4 
= (asc!) 印 (ce'*rc)=0 旨 0=0, a 是 a 的 负 元 。 从 而 (4,，+? 是 交 
撞 律 ,又 
(a+b)tec= C0*8) Doarb) re = a “b+0) D(arb+0), 
(Cate) +Chro) = (Ca Bo)*orc) Plaros (bBoe')) 
= (gb) Darb'se), 
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知 (a+byre=(aro》 +t(pro)， 即 * 对 + 有 右 分 配 律 。 间 理 可 证 
cxtCE+57=(osG)+(Cop)， 即 * 对 十 有 左 分 配 律 。 

综 上 知 《4，+ , *》 是 环 ,我 们 称 它 是 布尔 环 。 在 布尔 环 中 ， 
对 任意 4 中 元 素 4, 02=arao=a。 

反 过 来 ， 已 知 《44，+， "是 布尔 环 , 重新 定义 。 二 元 运算 由 
各 -- 元 运算 ', a, 5E 4， 

dB3=a41+8+a.68, 

=1+6, 
那么 《4,，, 四, ',，…》 构成 布尔 代数 。 该 布尔 代数 的 最 小 元 和 最 
大 元 计算 留 作 习 题 。 


8.4.6 布尔 表达 式 

定义 8.17 布尔 代数 :4,», 由 , ',， 0, 1 上 的 布尔 甫 达 式 
定义 为 ， 

1” 和 中 任何 元 案 是 布尔 襄 达 式 。 

2” 任何 变 元 是 布尔 表达 式 。 

3” 如 果 e 和 es 是 布尔 于 达 式 ， 则 61, (6 全 82), (elrett 
均 是 布尔 表达 式 .。 

有 nn 个 不 同 变 元 的 布尔 表达 式 叫 作 n 元 布尔 表达 式 ， 记 
为 再 (zt Pas ***, wna): 其 中 2， Ta， wn 是 变 元 .如 时 用 4 中 元 
素 代替 2(1<&f 志 n)， 那 么 如 (zw4 ,22，…，, 42,) 就 是 4 中 的 一 个 元 
素 。 所 以 加 是 从 4" 到 4 的 上 映射 。 如果 f,4">4, 了 能 用 和 4 上 
汐 和 元 布尔 表达 式 表 示 ， 那 么 了 就 叫 作 m” 匹 布尔 函数 。 

《<{0, 1)，-，+， 一 ，0,， 1> 是 二 元 布尔 代数 ,任何 m 元 开关 函 
数 7:{0，1) 一 10，1}， 我 们 可 以 对 应 函数 值 为 1 的 每 个 有 序 ” 数 
组 写 出 它 的 小 项 表达 式 。 由 此 可 知 每 个 开关 冰 数 都 是 布尔 函数 。 
可 以 证 明 , 一 般 的 布尔 代数 《<4,*, 龟 ,，', 9, 1》 工 的 任意 布尔 表 
达 式 五 (ca，22。，…，2zo) 可 以 写成 

Blwis was 和) = BCC Os OB 
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其 中 C 避 5883 EA 2 = 起 二 1 

下 面 举例 说 明 并 非 所 有 的 从 4" 到 4 的 映射 都 是 4 上 -的 布 
尔 函 数 ， 取 4=1{0, 1, 2, 3}, 《4,*, 田 ,', 0; 1) 的 Hasse 图 为 
图 25, 其 中 2 与 3 互 道 。 令 9g,4?> 寻 ,9 的 定义 如 右 下 才 ， 


t 
了 -| 
1,7) 
于 0 1|2| 3 
< | ' 
3 es 
1 | 0 0 3 
D 
1 1 0 3 
图 25 
和 2 0 1 1 
et 


如 果 g 是 布尔 钞 数 ,应 有 
gt, va) = (g(1, Ivor) Dlg(1, De £3) 
母 (9(0，1)9gis2a) 中 (9(0，0)*Cie73) 
三 《Tiega1) 外 (zi*cz) 引 (zisz2)。 
代入 v1 =2s=3, 得 到 
9(3, 3) = (3*3)D(3*2) DB(2*2) =3 候 0 外 2 = 1。 
而 在 9 的 定义 中 89(3，3) = 2， 矛盾 。 故 9 不 是 布尔 甬 数 ， 


习 题 
4、 令 有 一 trzizER 0Szsll， 扫 是 下 :上 的 小 于 等 于 关系 ， 证 明 《B， sy》 是 
格 ， 该 格 的 *， 鲜 运算 是 什么 ? 
2. 《4, 吃 )》 是 格 ，a bc 是 冯 中 任意 元 者 , 证明 : 
(1) aeh bsg, gDLb—bEa, 
(2) as(q®b) =a, aB (arb) =a, 
3， 证 明 : 在 格 中 ,如 果 g 5, ce&4， 则 有 nec 坊 bod。 
4。 证 明 ， 在 拘 中 ,如 果 a<bpc, 对 有 
《1) a@b=bec, 
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《2) 【esb)G (be) 0— (dBb) :oDe). 
5。 证 表 :在 格 由 ， 
(ae 丰田 (cra) (oD) LBD, 
(arb)D (bec)B esa) EaDD LDOr(Da) 
6. 《dy 所 ?为 格 。， 妈 中 的 元 素 a, baG<z 今 
B={7rIrE AE dar} 
证 明 《 召 , 去 》 是 格 。 
7, 《4,#,@》 是 客 。4 的 元 素 个 数 大 于 1 ， 如 果 该 格 有 最 人 小 元 0 和 最 天 元 1, 那 
公 它 们 必 答 是 4 的 开园 元 素 。 
8， 设 一 位 ,3;5,15, 25, ?5}， 《8, 上》 是 格 。 请 列 中 S 有 补 元 的 元 素 并 写 出 
它们 的 补 元 ， 
9、 在 具有 两 个 或 揭 多 个 光 素 的 格 里 ,不 会 有 元 素 是 它 自 身 的 补 。 
10, 共有 三 个 或 更 多 元 素 的 线性 序 集 不 是 有 补 格 。 
11，5 阶 娩 中 哪些 是 分 配 格 ? 
12、 证 明 : 格 是 分 中 格 当 且 仅 当 对 任意 元 素 go 5，c，(qs 如 外 (bc) 候 (ceo) 
一 (ca 四 和 efpGc]sfz 史 ao). 
13， 证 明 : 在 有 补 分 配 格 中 
(1) ac5 人 qrb' =0, 
(2) DSS © 0 由 5 一 ]1。 
14. 了 是 从 集合 4 到 集合 忠 的 映射 令 8= Ke)IeE (A)}， 证 明 1S，S} 是 
{多 (B), 全 } 的 子 挤 ， 
15. 《4 所 》 是 分 配 格 ，a, 5 是 乞 中 区 来 ,a<b. 令 B={s1xEAdsaszb}, 证 
明了 ix) 一 (5 四 a) #5 是 从 4 到 召 的 同 态 映射 。 
16.。 《8S, <》 是 模 格 ，4,5 是 8 的 元 素 , 令 
X={]rES3, eb<rce}, 
Y={yIyES, PaysuDY}, 
了 f(z) =z 忆 5b， 证 明了 是 从 及 到 了 的 司 构 映射 。 
17， 在 布尔 代数 《4，s， 中 必 0， 1 中 ,和 于 乞 中 任意 元 素 a， bs 
{1) a (a'*b) 一 0 四 了 
{2》 a#ta' DP} 一 gepb。 
18. 证 明 : 在 布尔 代数 中 zy 全 二" 
19。 《4 #5; 四 ;011) 与 C441 人; YV， 一 ， 0D, 仆 是 两 个 布尔 代 获 。 在 集合 
A1XxA4， 上 定义 运算 "， 国 : 


(qi 41) = (9! 1) 04) s 


《alias)s(21) bp) 一 《ais2iy Gs A by), 

(el Ga) 图 (b1, Bs) — {GB Dt G2V 51), 
证 明 《41XA4s1*; 鱼 , (0, 信 ,(1、 1)》 是 布 汞 代数 。 

20、4 吾 是 两 个 非 交 集合 。 任 取 SC 4 TB， 令 了 (SUT)= (3，T). 证 朋 ; 
了 7 是 < 多 (AUB), 己 ; 到 《多 (.4) Xx 多 (B)，, 丑 》 两 个 布尔 代数 间 的 同 构 映射 ， 


21. 
22. 
23. 
24, 


25, 


找 出 8 元 布尔 代数 的 疡 有 子 代数 。 
《11, 2,3; ,6, 12},]》 及 C41, 2; 3,4,6,8,12,24}，1》 是 布尔 代数 吗 ? 
车 ds B44 pi pr 是 布尔 代数 4 +， 四， 0, 1 交 奈 子 ,证 明 
5 扫 ( 生 2 是 … 四 Br) 全 存在 i 使 和 Di szi<r. 
车 Bi pa Ba 是 有 限 布尔 代数 中 的 所 胆 原 子 , 证明 
y=0 Vi, yg#bt=0,1<i<n,. 
《4， 十 ，*》 是 市 穴 环 在 4 上 定义 运 千 中 
aDb=a+b+a.b, 
a'=1+a, 


证 明 《444'; 个 ，'》 是 布尔 代数 。 
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